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ТРАНСФОРМАЦИЯ ГАРМОНИЧЕСКИХ ВОЛН  
НА ГЛУБОКОЙ ВОДЕ 

 
Численная модель потенциальных поверхностных волн используется для иссле-

дования эволюции волн, первоначально заданных в виде цуга гармонических волн. По-
казано, что гармоническая волна любой амплитуды очень быстро порождает новые мо-
ды, которые быстро претерпевают сложную эволюцию. Эти моды нельзя отнести  
ни к окаймляющим модам, ни к свободным волнам. 

 
Ключевые слова: гармонические волны, неустойчивость, численное моделирование, волны Стокса. 

 
 
Гармонические волны играют важную роль в теории поверхностных волн и техни-

ческих приложениях. Во многих случаях предполагается, что реальное волновое поле 
может быть представлено суперпозицией таких волн со случайно распределёнными фа-
зами. В большинстве случаев это предположение довольно точно, если не рассматрива-
ются волны средней и большой крутизны или не вычисляется обмен энергией между 
модами за счёт нелинейных взаимодействий высокого порядка. Такое взаимодействие 
может зависеть от тонких деталей. Например, известно, что для возникновения неустой-
чивости Бенджамина-Фейера (Benjamin, Feir, [1], BF) нужно учитывать хотя бы первый 
член разложения Стокса. Следовательно, если в теории возмущений в качестве несущей 
волны задаётся гармоническая волна, BF неустойчивости не возникает. Между тем, точ-
ное моделирование, основанное на полных двухмерных (в плоскости x z− ) уравнениях 
потенциальных волн показывает, что неустойчивость типа Бенджамина-Фейера возника-
ет и в этом случае и развивается не медленнее, чем для волн Стокса. Это развитие выра-
жается в появлении и росте за счёт квадратичных взаимодействий новых волновых ком-
понент, которые берут на себя функции окаймляющих волн Стокса, далее развивается 
неустойчивость Бенджамина-Фейера, и в результате происходит полная стохастизация 
волнового поля [6]. При этом в одномерной проблеме формируется необратимый поток 
энергии по спектру в области высоких и низких частот, что, с одной стороны, порождает 
высокочастотную диссипацию, а с другой – сдвиг максимума спектра в область низких 
частот («downshifting»). Диссипация может быть устранена расширением области интег-
рирования в пространстве Фурье, но распространение энергии в область низкочастотных 
мод остаётся реальностью. Любопытно, что этот достаточно быстрый процесс не вос-
производится в теории Хассельманна (Hasselmann, [2]). Для крутых волн существует два 
режима неустойчивости. Эволюция цуга гармонических волны с крутизной 0.28ak >  
всегда заканчивается их одновременным опрокидыванием.  

Волны с крутизной 0.28ak <  трансформируются, порождая новые моды. Скорость 
этой трансформации зависит от первоначальной крутизны волны, но эта эволюция за-
канчивается в конечном итоге опрокидыванием  для первичной крутизны несущей вол-
ны 0.12AK > . Для меньшей крутизны опрокидывание не было достигнуто в обозримое 
время ни разу.  
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В настоящей работе эволюция гармонических волн малой и умеренной крутизны 
исследуется на основе точной модели двухмерных потенциальных волн [3-6]. Целью  
настоящей работы является доказательство того, что гармонические волны сами по себе 
неустойчивы при отсутствии возмущений.  

Уравнения. Рассматриваются периодические, одномерные (т.е. в плоскости x-z) 
волны на основе первичных уравнений в потенциальном приложении. Благодаря перио-
дичности, конформное преобразование может быть представлено рядом Фурье: 

, 0

ξ ( )η (τ)exp( ζ) (ξ)k k
M k M k

x sign k k−
− ≤ < ≠

= + ∑ ϑ ,                                    (1) 

, 0

ζ η (τ)exp( ζ) (ξ)k k
M k M k

z k
− ≤ < ≠

= + ∑ ϑ ,                                          (2) 

где x и z – декартовы следующие поверхности координаты; М – предельное волновое 
число; τ  – время; ηk  – коэффициенты разложения Фурье для свободной поверхности 

η(ξ,τ) , рассчитанные в координате ξ : 

( ) ( ( 0 ) ) ( ) ( )k k
M k M

, h x , , ,t
− ≤ ≤

η ξ τ = ξ ζ = τ = τ = η τ ϑ ξ∑ .                                (3) 

Здесь использовано стандартное для Фурье-сеточного метода обозначение для базисных 
функций kϑ : 

cos     0
( )

sin     0k

k , k

k , k

ξ ≥ϑ ξ =  ξ <
.                                                   (4) 

Нетрадиционное представления (3) и (4) в действительности более удобно, чем 
комплексное, для оперирования в области действительных чисел, поскольку 
( )

ξk kk −ϑ = ϑ  и ( )
ξk k k kA kA−ϑ = − ϑ∑ ∑ . Заметим, что определение обеих координат ξ  и 

ζ  основано на коэффициентах Фурье для свободной поверхности. Из (1) и (2) следует, 

что производные по времени τz  и τx : 

( ) ( )
( )τ

0

0
k

k
k

z k
x

z k
τ −

τ

− >=  <
, 

Благодаря конформности уравнение Лапласа в ξ( , ζ)  координатах сохраняет свою 
форму. Чаликов и Шейнин (Chalikov, Sheinin, 1996, 1998) показали, что полные двух-
мерные уравнения потенциальных волн могут быть представлены в виде: 

ζζ 0ξξΦ + Φ = ,                                                            (5) 

τ ξ τ ξ τζ ξz x z= + ,                                                           (6) 

11
τ 2 ( )f J z− 2 2

ξ ξ ζΦ = Φ − Φ − Φ − ,                                               (7) 

1
τ ζ ζζ ( )J −

=0= Φ ,                                                           (8) 

где (6)–(8) относятся к поверхности ζ = 0  (так что ηz = , как следует из (1)), J – якобиан 

преобразования 2 2 2 2
ξJ x z x zξ ζ ζ= + = + . 
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Производные τζ  и 
τ
ξ  связаны между собой преобразованием Гильберта, которое в 

Фурье–пространстве имеет простой вид: 

( ) ( )
( )

τ

τ

τ

ξ 0
ζ

ξ 0
k

k
k

k

k
−

− >=  <
, 

где индексы подразумевают Фурье-амплитуды с соответствующим номером.  
Уравнения (5)-(8) выписаны в безразмерной форме с использованием масштабов: 

длины L, (где 2πL – размерная длина области), времени 2/12/1 −gL  и потенциала скорости 
2/12/3 −gL  ( g  – ускорение силы тяжести). В принципе, капиллярность может быть легко 

принята во внимание, однако, для одновременного моделирования ветровых и капил-
лярных волн требуется чрезмерно большое число мод. Роль капиллярных волн в процес-
се роста гравитационных ветровых волн в океане скорей всего преувеличена.  

Граничное условие на нижней границе предполагает затухание вертикальной ско-
рости: 

(ζΦ ξ,ζ → −∞, τ) = 0 .                                                       (9) 

Решение уравнения Лапласа (5.6) с граничными условиями (9) имеет вид: 

( ) ( ζ) (ξ)k k
M k M

exp k
− ≤ ≤

Φ = φ τ ϑ∑ , 

где kφ  – Фурье-коэффициенты потенциала скорости на поверхности Φ(ξ,ζ = 0, τ) . Урав-

нения (5)–(8),образуют замкнутую систему прогностических уравнений для формы по-
верхности (z(ξ,ζ = 0, τ) = η ξ, τ)  и поверхностного потенциала Φ(ξ,ζ = 0, τ) . 

Интегрирование по времени проводилось по схеме Рунге-Кутта четвертого поряд-
ка. Выбор шага по времени τ∆  проводился эмпирически. Например, для M = 1000 
τ 0.002∆ = , для 4000 τ 0.0005∆ = . При повышении локальной крутизны и кривизны по-
верхности часто требовался меньший шаг по времени, поэтому в последних версиях 
программы часто применялся динамический выбор шага.  

Специфической проблемой, возникающей при использовании криволинейных ко-
ординат, является интерполяция решения в декартовы координаты и обратно. Для этих 
целей использовалась периодическая сплайн-интерполяция высокого порядка, которая 
обеспечивала высочайшую точность (в обсуждаемых ниже расчётах – порядка 1510− ).  

Важнейшей проблемой, является проверка численной схемы и модели в целом. 
Волновая модель обеспечивает редкую возможность сравнения полной модели с точным 
решением для волн Стокса. Это сравнение было проведено Чаликовым и Шейниным [3, 
4] и более детально в [5], где распространение очень крутых волн Стокса ( )42.0=ak  
воспроизводилось в 2,686,500 временных шагов до 932 периодов. При этом полная энер-
гия уменьшилась всего на 8103 −⋅ %. Аналогичные расчеты, проведенные также для 

0.42ak =  Долдом (Dold, 1992), прервались вычислительной неустойчивостью уже через 
несколько периодов. Точная фазовая скорость для волн Стокса такой крутизны равна 
1.089578. Прямые расчёты скорости продвижения волн Стокса, воспроизведенной моде-
лью [5], дало значение 1.089579 610−± . Заметим, что проверка модели путём сравнения с 
волнами Стокса является полной и нетривиальной, поскольку начальные условия для 
стационарной волны Стокса рассчитывались независимо, по другой схеме, специально 
разработанной для стационарных решений для гравитационно–капиллярных волн в на-
ших ранних публикациях (см. подробное описание алгоритма в [3, 5]). Аналогичные 
процедуры сравнения были проведены для гравитационно-капиллярных волн и капил-
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лярных волн. Для расчета капиллярных волн использовалось аналитическое решение [7]. 
Типичная точность модели оказалась порядка 1010− . Это не удивительно, поскольку вол-
новая модель после трансформации в конформные координаты превратилась в два од-
номерных дифференциальных уравнения, которые могут решаться очень точно Фурье-
сеточным методом, если выбрана точная схема интегрирования по времени. Высокая 
точность схемы необходима для сохранения инвариантов (массы, суммы потенциальной 
и кинетической энергий, горизонтального импульса). Отношения временных масштабов 
для притока энергии к характерным периодам волн составляет порядка 410− , так что ин-
дивидуально описываемые волны являются почти адиабатическим процессом. Заме-
чательно, что схема, основанная на конформных координатах оказалась способной вос-
произвести начальный период обрушивания волн, когда поверхность в декартовых ока-
зывается неоднозначной [4]. Опрокидывание выражается в появлении струи на подвет-
ренном склоне в пике волны или образованием «шапочки», опрокидывающейся по ходу 
волны. Далее процесс становится неустойчивым по физическим, а не по вычислитель-
ным причинам. 

Чрезвычайно важно, что адиабатические уравнения динамики волн (не обязательно 
потенциальных) являются автомодельными, т.е. инвариантными к линейному преобра-
зованию координат (или изменению силы тяжести). Это означает, что простым масшта-
бированием решение может быть применено к целому классу процессов, характеризуе-
мых одинаковыми безразмерными начальными условиями. 

Формулировка проблемы и результаты. В качестве начальных условий задава-
лись возвышение η(ξ)  и поверхностный потенциал (ξ,0)φ  для цуга гармонических волн 
по формулам теории волн малой амплитуды:  

1/ 2η(ξ) cos( ), (ξ,ζ 0) sin( )A Kx AK Kx= = = −φ , 

где А – начальная амплитуда волны с волновым числом К. Число К фактически опреде-
ляет точность аппроксимации. Оно должно быть настолько большим, чтобы его даль-
нейшее увеличение не приводило и заметному изменению результатов. В данных расчё-
тах было выбрано К = 20. Число мод М задавалось равным 4000, а число точек в сеточ-
ном пространстве N = 16000. Успешное воспроизведение бегущей волны Стокса исклю-
чает необходимость дальнейшего обсуждения точности схемы, однако, дополнительным 
подтверждением является исключительно высокая точность сохранения полной энергии: 

( ) ( )
ζ

2π1 2 1
ξ0

2π ξE z x J d
− −= −∫ ϕϕ . 

В демонстрируемых ниже расчётах  величина Е изменялась не более чем на 710 E− . 
Поскольку главной задачей здесь является исследование начальной эволюции волны, 
интегрирование проводилось на 50 периодов волны 1/ 22πT k−= , что было достаточно 
для надёжной регистрации образовавшихся мод. 

Линейная теория волн предсказывает, что кинетическая энергия волны равна по-
тенциальной энергии. Для гармонических волн сколько угодно малой амплитуды это 
предположение не выполняется: между двумя видами энергии происходят постоянный 
обмен. Амплитуда этих колебаний быстро растёт с увеличением крутизны. Пример та-
кой эволюции для начальной крутизны 0.255AK =  приведён на рис. 1, где дана эволю-
ция во времени потенциальной и кинетической энергий, а также их полусуммы. Как 
видно, для выбранного случая обе компоненты энергии могут колебаться в пределах 
5 %. Их сумма, конечно, остаётся строго постоянной.  



Д.В. Чаликов 

 18 

  
Рис. 1. Пример эволюции кинетической (точки), потенциальной (пунктир) энергий  
и их полусуммы (сплошная линия), нормированных на их начальные значения.  

pT  – время, выраженное в периодах несущей волны. 

 
Основные результаты для волн с крутизной 0.005, 0.105,0.255AK =  приведены на 

рис. 2, где представлены траектории, описывающие эволюцию решения в пространстве 

( ),f a , где а – амплитуда моды, а f  – путь, пройденный ею, вычисляемый по формуле: 

0

k kf c dt= ∫ , 

где kc  – фазовая скорость k-ой моды, вычисляемой по формуле: 

( )2 2

k k
k k

k

k k

z z
z z

c
k z z

−
−

−

∂ ∂−
∂τ ∂τ=

+
,                                                    (10)   

где производные по времени равняются просто Фурье-компонентам для τz . Для повы-

шения точности результата фазовая скорость kc  вычислялась методом наименьших 

квадратов: 

2D

AD
ck = , 

где А – числитель, D – знаменатель в формуле (10), а осреднение проводилось по 100 
пос-ледовательным шагам. 

Верхняя линия на каждой секции соответствует амплитуде волны с волновым чис-
лом 20.K =  Благодаря логарифмическому масштабу, только для крутизны 0.255AK =  
заметно, что энергия главной моды не вполне постоянна. Как видно, гармоническая вол-
на любой амплитуды немедленно порождает новые моды на волновых числах 

( 2, 3, 4...)nK n=  путем необратимых квадратичных взаимодействий. Новые моды не 
скреплены с несущей волной, напротив, их фазовые скорости колеблются во времени в 
широких пределах. Тем не менее, путь, пробегаемый этими волнами, сравним с путем, 
пробегаемым основной модой. Амплитуды этих мод изменяются на порядки. Моды с 
волновыми числами отличными от nK не возникают даже при длительном интегрирова-
нии, что подтверждает высокую точность численной схемы. 
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Рис. 2. Эволюция амплитуд основной моды с волновым числом 20K =   
(верхние, практически прямые линии) и дополнительных мод с волновыми числами k nK=   

в пространстве ( ),a x  для различной начальной крутизны несущей волны.  

x  – путь, пробегаемый волной, выраженный в длинах несущей волны.  
 
 

На рис. 3 иллюстрируется эволюция амплитуд основной (с волновым числом K = 20) 
и первых трех мод (с волновыми числами 2 , 3  и 4k K k K k K= = = ). Для удобства пред-
ставления на рис. 3 приведены не абсолютные, а приведённые значения амплитуд: 

k k
k

k

a a
b

a

−= ,                                                             (11) 

где ka  – осреднённое во времени значение. 

Как видно, амплитуда моды с волновым числом 40k =  изменяется точно  
в противофазе с амплитудой основной моды, а колебания амплитуд более высоких мод в 
точности повторяют колебания первого возмущения с волновым числом 2k K= .  

Любопытно, что после осреднения спектра по времени амплитуды возмущений 
очень напоминают амплитуды волны Стокса для волнового числа K  (рис. 4). Это может 
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означать, что однородный цуг волн в среднем ближе к цугу волн Стокса, чем гармони-
ческих волн.  

  
 

Рис. 3. Эволюция во времени приведенных амплитуд дополнительных мод:  

20a  – амплитуда несущей волны, 40 60 80, ,b b b  – приведенные амплитуды (см.формулу (11)). 

 

 
Рис. 4. Осредненные во времени амплитуды волн как функции волновых чисел  
для начальной крутизны 0.255AK = . Звездочки соответствуют амплитудам мод  

для волны Стокса такой же амплитуды. 
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*** 

Гармонические волны не являются решением точных уравнений потенциальной 
теории волн, поэтому даже в отсутствии возмущений они претерпевают сложную эво-
люцию, порождая дискретный спектр нестационарных волн. В среднем этот спектр бли-
зок к спектру волн Стокса. Тем не менее, возникшие моды не могут быть отнесены ни к 
модам волн Стокса, ни к свободным волнам. Проведённые расчёты показывают, что 
гармонические волны неустойчивы и склонны к распаду. По мере увеличения начальной 
крутизны волны скорость развития этой неустойчивости увеличивается, а при начальной 
крутизне АК, превышающей 0.28, неустойчивость приводит к появлению неоднозначной 
поверхности и обрушению волны [4].  

Между тем волны Стокса вплоть до критической крутизны АК = 0.43 при отсутст-
вии возмущений вполне устойчивы. При длительных вычислениях неустойчивость 
Бенджамина-Фейера может возникнуть в результате возмущений, вносимых погрешнос-
тью аппроксимации производных по времени, недостаточным разрешением в сеточном 
пространстве или недостаточной точности представления чисел.  

Разумеется, гармонические волны являются надежным базисом для представления 
волнового поля, однако при вычислении их взаимодействий, в особенности необрати-
мых взаимодействий, обнаруженные выше свойства могут иметь пока непредсказуемые 
последствия. 
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