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БЕЗОТРАЖАТЕЛЬНОЕ РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН  
В СИЛЬНО НЕОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ 

 
Рассеяние волн в неоднородных средах, как известно, приводит к ограничению 

передачи энергии на большие расстояния; тем больший интерес вызывают случаи, когда 
неоднородность не препятствует распространению волн. Эта проблема изучена для 
внутренних волн в океане, обсуждено проникновение внутренних волн на большие глу-
бины в океане, стратифицированном по плотности и течению, и показано, что сущест-
вует достаточно большое число стратификаций, допускающих «безотражательное» рас-
пространение волн вглубь океана. Рассмотрено распространение внутренних волн в 
двухслойном океане переменной глубины и найдено семейство донных профилей, не 
рассеивающих (или слабо рассеивающих) энергию внутренних волн. 

 
Ключевые слова: безотражательное распространение волн, внутренние волны, безотражательные профили 

стратификации и дна. 
 
 
Исследование распространения волн на большие расстояния имеет очевидный 

практический интерес. Обычно сверхдальнее распространение волн связывается с су-
ществованием волноводов, ограничивающих излучение энергии волны в поперечном к 
оси волновода сечении. Примеры распространения акустических волн в подводных зву-
ковых каналах общеизвестны [1, 2], и этот эффект широко используется в гидроакусти-
ке. Аналогичные эффекты известны для волн цунами, распространяющихся вдоль под-
водных хребтов [3]. В то же время неоднородность среды, особенно вдоль пути распро-
странения волны, препятствует сверхдальнему распространению из-за естественного от-
ражения волновой энергии назад, что также хорошо описано [1–3]. Однако в случае 
плавно неоднородной среды, когда отражением можно пренебречь, волновое поле рас-
пространяется на большие расстояния без существенного ослабления; в этом случае оно 
описывается асимптотическим ВКБ-решением. Так, например, если глубина бассейна 
меняется плавно (на масштабе длины волны), то амплитуда поверхностной волны при 
приближении к берегу растет как h-1/4 (h – глубина), что объясняет резкое усиление мор-
ской волны вблизи берега. Недавно стало понятно, что распространение волн на дальние 
расстояния возможно и в сильно неоднородных средах при специфических законах из-
менения параметров среды вдоль трассы распространения. Для поверхностных волн 
аналитически найдено семейство донных профилей как одномерных, так и двухмерных, 
допускающих распространение бегущих волн неизменной формы (но с переменной ам-
плитудой и фазой), в том числе и уединенных волн [4–7]. Сейчас начато изучение по-
добных эффектов для внутренних волн в сильно неоднородном океане переменной глу-
бины [8, 9]. В нас-тоящей статье выполнено исследование возможных случаев сверх-
дальнего распространения внутренних волн как по вертикали, так и по горизонтали.  

Проникновение внутренних волн вглубь океана. Из теории внутренних волн из-
вестно, что в случае постоянной частоты плавучести линейная внутренняя волна может 
распространяться в толщу океана на любую глубину с неизменной амплитудой  
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(в приближении Буссинеска) [10, 11]. Более того, монохроматическая волна является 
точным решением нелинейных уравнений гидродинамики стратифицированной жидкос-
ти [11]. Многочисленные данные наблюдений также свидетельствуют, что внутренние 
волны хорошо распространяются внутри океана (пучковое распространение) без види-
мого отражения, что подтверждается также численными расчетами [12–16]. Один из та-
ких примеров распространения внутренней волны в Бискайском заливе приведен на 
рис. 1 [14]. Ясно видно, что внутренняя волна отражается только от дна и пикноклина, 
расположенного близко к морской поверхности. 
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и
н
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Рис. 1. Распространение внутренней волны в Бискайском заливе [14]. 

 
Математическая модель явления основана на уравнениях двухмерной гидродина-

мики идеальной стратифицированной жидкости в приближении Буссинеска, которые в 
случае линейной монохроматической волны с частотой ω могут быть сведены к волно-
вому гиперболическому уравнению (см., например, [10, 11]): 

2 2
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2 2
α ( ) 0

W W
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x z

∂ ∂− =
∂ ∂

,                
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2 2
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( ) ω
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N z

ω −=
−

,                               (1) 

где W(x, z) – вертикальная скорость частиц жидкости; N(z) – частота плавучести (Вяйся-
ля-Брента); f – параметр Кориолиса; x – горизонтальная и z – вертикальная координаты 
соответственно. Уравнение (1) выглядит пространственным аналогом волнового уравне-
ния, в котором время заменяется на пространственную переменную. Физический смысл 
уравнения здесь другой, чем в классических волновых задачах: оно описывает лучи 
(пучки) распространения внутренних волн в океане, а не динамику самого волнового по-
ля. Тем не менее, это уравнение является гиперболическим, и к нему могут быть приме-
нены известные методы математической физики и теории волн. 

Уравнение (1) содержит переменный параметр α(z), играющий роль скорости звука. 
Используя аналогию с одномерным волновым уравнением для звука, мы должны сразу 
сказать, что если α(z) не постоянно, то волновая энергия обязана отражаться, и волна 
вряд ли сможет глубоко проникнуть в океан. Исключением здесь является случай  
α(z) = const, возможный при N(z) = const. В этом смысле математическим выражением 
сверхдальнего распространения волн является постоянство коэффициентов волновых 
уравнений или, в более общем виде, уравнений математической физики. Поставим по-
этому следующую задачу: существуют ли такие преобразования, при которых исходное 
уравнение (1) с переменными коэффициентами приводится к уравнению с постоянными 
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коэффициентами, когда получаемые решения можно интерпретировать как распростра-
няющиеся без отражения волны. Идеи такого преобразования вытекают из анализа вол-
новых процессов в плавно неоднородных средах, когда бегущая волна имеет перемен-
ную амплитуду и фазу [1]. Поэтому будем искать преобразование переменных в уравне-
нии (1) в следующем виде: 

( , ) ( ) ( , )W x z A z V x Z= ,               )(zZZ = ,                                      (2) 

где две новые функции A(z) и Z(z) подлежат определению. После подстановки (2) в (1) 
получаем так называемое уравнение Клейн-Гордона с переменными коэффициентами: 

22 2 2
2 2 2

2 2 2( ) ( ) ( ) 0
V dZ V dA dZ d dZ V d A

A z z A z V
x dz Z dz dz dz dz Z dz

 ∂ ∂ ∂    − α − α + − α =     ∂ ∂ ∂      
.      (3) 

Посмотрим теперь, при каких условиях коэффициенты уравнения (3) могут быть 
постоянными. Чтобы волновой оператор – даламбериан (первая квадратная скобка)  
не содержал переменных коэффициентов, функция Z(z) должна быть равной: 

α

dz
Z

( z )
= ∫ , 

причем знак перед интегралом может быть любым. Физический смысл этого интеграла, 
если бы мы решали классическое волновое уравнение, очевиден: это время распростра-
нения волны в неоднородной среде. Другое условие – это равенство нулю второй квад-
ратной скобки в (3), иначе решение уравнения (3) будет неограниченным на одном из 
концов на оси z. Оно дает: 

( ) const α( )A z z= ⋅ . 

Итак, обе неизвестные функции определены, и уравнение (3) преобразуется в виде: 

2 2

2 2
( )

V V
Q Z V

Z x

∂ ∂− =
∂ ∂

,                                                      (4) 

2 1 2
3 2

2

α
α

/
/ d

Q
dz

= − .                                                         (5) 

Уравнение (4) становится уравнением с постоянными коэффициентами, если  
Q = const, что и определяет из (5) возможные стратификации α(z). Для удобства будем 
говорить об океанической стратификации в терминах α(z), а не частоты плавучести N(z). 
Простейшим случаем здесь является Q = 0, когда (4) также является волновым уравне-
нием, общее решение которого для океана бесконечной глубины выражается в виде 
суммы двух невзаимодействующих волн, распространяющихся в противоположных  
направлениях (в толщу океана и к его поверхности): 

1 2( , ) ( ) ( )V Z x F x Z F x Z= − + + .                                             (6) 

В исходных физических переменных волны также независимы, но их амплитуда и 
фаза зависят от глубины. Случай Q = 0 дает следующий профиль океанической страти-
фикации: 

2
1 2α( ) ( )z a a z= +                                                         (7) 

с двумя произвольными константами. В частном случае a2 = 0 получаем N(z) = const, что 
уже обсуждалось ранее. Однако, как видим, есть и другие случаи принципиально  
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неоднородного распределения частоты плавучести по вертикали, когда волна может 
проникать на большие глубины вплоть до дна. При этом не играет роли величина коэф-
фициентов в (7), так что среда может рассматриваться как сильно неоднородная, при 
этом внутреннее отражение волны в толще океана отсутствует.  

Следующий класс «безотражательных» стратификаций следует для ненулевого  
постоянного Q. Фактически (5) представляет нелинейное уравнение второго порядка  
с постоянными коэффициентами, которое один раз интегрируется: 

E
s

Q

dz

ds =−







2

2

,              ( ) ( )s z z= α ,                                      (8) 

где E – произвольная постоянная. В результате уравнение (8) может быть сведено к 
квадратурам, и всевозможные профили α(z) будут зависеть от двух констант, обеспечи-
вая широкое семейство безотражательных профилей океанических стратификаций. В 
частности, если E = 0, то: 

3 4α( )z a a z= + ,             
2

4

2







= a
Q , 

и этот профиль отличается от (7). Приведем здесь и более общее решение: при Q и E, 
отличных от нуля: 

2
5( )

α( )
Ez a |Q |

z
E

+ −= . 

При отличном от нуля Q решение уравнения (4) уже не представимо в виде (6)  
с двумя произвольными функциями. В этом случае функции F1 и F2 должны быть сину-
соидальными типа: 

[ ]ZKxKF Zx ∓sin2,1 = ,                        QKK Zx =− 22 , 

или представимыми интегралами Фурье от этих спектральных компонент. Физически 
эти волны не отражаются, но расплываются в пространстве, так что неоднородность 
среды может приводить к дисперсии, несмотря на гиперболический характер исходного 
волнового уравнения (1). Такая дисперсия является весьма своеобразной, поскольку ис-
ходная внутренняя волна монохроматическая и не должна расплываться. Пространст-
венная дисперсия на языке волновых пучков означает расплывание пучка вглубь океана, 
но не отражение волны в толще океана. 

Используя полученные решения, можно определить «безотражательные» профили 
частоты плавучести N(z) из (1). Поскольку частота плавучести рассматривается положи-
тельной для устойчивого распространения внутренних волн, то не все решения подходят 
для нас. Некоторые из них реализуются для полубесконечного океана или даже океана 
конечной глубины, что мы не будем обсуждать здесь в деталях, отсылая к нашим рабо-
там [8, 9]. Примечательно, что многие из приведенных здесь решений уже были получе-
ны ранее [12, 16], однако никак не интерпретировались с точки зрения безотражательно-
го распространения внутренних волн. Более того, математики давно уже интересовались 
проблемой сведения волновых уравнений с переменными коэффициентами к уравнени-
ям с постоянными коэффициентами, применяя чисто математические методы, в частнос-
ти алгебру Ли∗, также не обсуждая физический смысл получаемых решений. При этом 
некоторые из них не могут быть охарактеризованы как распространяющиеся  

                                                 
∗Grimshaw R., Pelinovsky D., Pelinovsky E. Homogenization of the variable-speed wave equation. Wave Motion. 
2010. V.47. No.8.В печати. 
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без отражения волны. Предлагаемый здесь подход позволяет находить именно «без-
отражательные» профили, способствующие сверхдальнему распространению волн.  

Во многих океанических районах реальные профили плотностной стратификации 
могут быть описаны «безотражательными» решениями, объясняющими наблюдаемое 
проникновение внутренних волн на всю толщу. На рис. 2 показано сравнение наблюдае-
мой стратификации с одним таким профилем, а именно (7) для шельфа моря Лаптевых, 
для которого внутренние волны моделировались в [17]. Как видим, аппроксимация без-
отражательным профилем здесь неплохая и вполне может приводить к слабому отраже-
нию внутренних волн внутри океана.  

 
 

Рис. 2. Частота Вяйсяля (сплошная линия) и ее аппроксимация (крестики)  
безотражательным профилем на шельфе моря Лаптевых. 

 
Для реального океана приходится учитывать также стратификацию по течению. В 

этом случае, как показано в нашей работе [9], существуют еще большие возможности 
«организовать» «безотражательное» распространение внутренних волн. 

Безотражательное распространение внутренней волны в океане переменной 
глубины. Рассмотрим распространение внутренних волн в двухслойном океане пере-
менной глубины (рис. 3). Линеаризованные уравнения для длинных волн с учетом  
приближения твердой крышки на свободной поверхности и приближения Буссинеска 
имеют вид [10, 11, 18]: 

0)( 2211 =+ uxhuh ,                                                         (9) 

2 1 η
0

( u u )
g'

t x

∂ − ∂+ =
∂ ∂

,                                                    (10) 

[ ]2 2

η
( ) 0h x u

t x

∂ ∂+ =
∂ ∂

,                                                    (11) 

где η - смещение границы раздела жидкостей разной плотности; u1 и u2 – усредненные 
скорости потоков в верхнем и нижнем слоях; h1 и h2(x) – глубины верхнего и нижнего 
слоев; g’ = g(ρ2 - ρ1)/ρ1 – редуцированное значение ускорения силы тяжести.  

z, м 

N
(z

),
 с

-1
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Рис. 3. Геометрия задачи. 

 
После исключения из (9) скорости потока в верхнем слое, уравнение (10) перепи-

сывается в виде: 

2 1

1 2

η
0

u h
g'

t h h x

∂ ∂+ =
∂ + ∂

,                                                    (12) 

и система уравнений (11) и (12) становится замкнутой. Эти уравнения сводятся к волно-
вому уравнению для смещения границы раздела: 

2
2

2

η
0c ( x )

t x x

∂ η ∂ ∂ − = ∂ ∂ ∂ 
,                                                  (13) 

где 
21

212 '
hh

hh
gc

+
=                                                                                                                     (14) 

определяет скорость распространения длинных волн в двухслойном океане. Уравнение (13) 
является уже «классическим» волновым уравнением. Представим решение (13) в виде: 

( ) ( ) ( )t ,x B x t,η = Φ τ , 

где новые переменные имеют смысл амплитуды B(x) и фазы – времени распространения 
τ(x). Тогда уравнение (13) опять же сводится к уравнению Клейна-Гордона с перемен-
ными коэффициентами для новой неизвестной функции Φ(t, τ): 

22 2
2 2 2 2

2 2 0
τ

d dB d d d d dB
B c c c B c

t dx dx dx dx dx dx dx

 ∂ Φ τ ∂ Φ τ τ ∂Φ      − − + − Φ =       ∂ ∂τ ∂        
.        (15) 

Аналогично (3) сразу находятся неизвестные функции B(x) и τ(x): 

( )
( )

dx
x

c x
τ = ∫ , 

const
( )

( )
B x

c x
= . 

Наконец, коэффициент перед последним членом в (15) должен быть пропорционален 
B, если мы хотим преобразовать (15) в уравнение с постоянными коэффициентами вида: 

2 2

2 2
0

τ
P

t

∂ Φ ∂ Φ− + Φ =
∂ ∂

,                                                        (16) 

где [ ]
2 3

2
2

( )
( )

3

c x d
P c x

dx
= .                                                                                                   (17) 
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В частном случае P = 0, когда уравнение (16) переходит в волновое уравнение, по-
лучаем два решения, одно из которых (c = const) является тривиальным, а второе есть: 

3/2
0 )/(~)( Lxcxc = ,             10

~ hgc ′= ,                                             (18) 

где L характеризует длину шельфа.  
Рассмотрим, на каких донных рельефах возможно безотражательное распростране-

ние бегущих волн. Используя (14) и (18), находим глубину нижнего слоя: 

3/4

3/4

12 )/(1

)/(
)(

Lx

Lx
hxh

−
= .                                                      (19) 

Форма «безотражательного» профиля дна приведена на рис. 4. Формально функция 
h2(x) определена только на участке 0 < x < L. В точке x = 0 жидкость становится одно-
родной, и внутренние волны в ней не могут распространяться. На правой границе (x = L) 
глубина бассейна резко возрастает, хотя скорость распространения внутренних волн ос-
тается конечной (в рамках теории мелкой воды). Очевидно, в этой области необходима 
сшивка «безотражательного» донного профиля с реалистическим профилем глубины 
или отказом от приближения мелкой воды, что не будет здесь обсуждаться в деталях.  

 

 
Рис. 4. Донный безотражательный профиль, описываемый формулой (19). 

 
Поскольку, как уже указывалось, в результате замены переменных получается вол-

новое уравнение с постоянными коэффициентами, то его решение, описывающее сме-
щение термоклина, имеет вид (для бегущей влево волны): 

[ ]η( , ) ( ) τ( )t x B x t x= Φ + ,           1 3

const 1
( )

( ) /
B x ~

xc x
= , 

где функция Φ(t) должна описывать достаточно короткий импульс, обеспечивая локали-
зованность волны в интервале 0 < x < L. Временная форма внутренней волны в разных 
точках пространства остается постоянной (меняется только ее амплитуда и фаза), однако 
ее пространственная структура меняется со временем. Амплитуда волны неограниченно 
возрастает при приближении к точке x = 0. Динамика внутренней волны в точке перехо-
да двухслойного потока в однослойный является сложной (необходимо учитывать эф-
фекты нелинейности и обрушения, которые здесь не рассматриваются). При приближе-
нии волны к другой границе (x = L) ее амплитуда остается конечной. Тем не менее в ок-
рестности этой границы происходит смена донного рельефа, и трансформацию волны в 
этой области также необходимо специально изучать. 

Из уравнений (9) и (12) удается рассчитать структуру течения в обоих слоях: 

1
1

( )
( , ) ( ) ( , )

c x
u x t B x U x

h
= − ξ ,           2

2

( )
( , ) ( ) ( , )

( )

c x
u x t B x U x

h x
= ξ ,                           (20) 

( ) 1 ( )
( ) ( )

2

dc x
U ,x d

dx
ξ = Φ ξ − Φ ξ ξ∫ ,           ( )t xξ = + τ .                                   (21) 
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Формулы (20) и (21) содержат два члена, первый из которых повторяет форму вол-
ны смещения, а второй – определяется интегралом от нее. В результате форма волны 
скорости в различных точках меняется со временем в отличие от волны смещения. Тем 
не менее, это тоже бегущая «безотражательная» волна, хотя и изменяющейся формы. 
Отметим, что расход воды в каждом слое остается конечным, а суммарный равен нулю.   

Более общее решение для «безотражательных» донных профилей получается, когда 
P ≠ 0. В этом случае уравнение (17) может быть один раз проинтегрировано: 

EPy
dx

dy =−






 3/2
2

9 ,                         2/3cy = .                                 (22) 

В частном случае E = 0 «безотражательный» профиль определяется выражением: 

76)( axaxc += ,                         2
6 )2/(aP = . 

Скорость распространения внутренних волн здесь может быть описана линейной 
функцией координаты. При переходе от c(x) к h(x) получаем качественно тот же рис. 4 
для донного профиля, только в окрестности точки x = 0 глубина меняется квадратично с 
расстоянием. Само волновое поле оказывается дисперсионным, и бегущая волна пред-
ставима интегралом Фурье: 

[ ]η( ) ( ) ( )exp ( )t ,x B x A i t d= Ω ω + Ωτ Ω∫ , 

2ω P= Ω + ,     1
3

const 1
( )

( )
B x ~

c x x
= , 

Аналогичные выражения можно получить и для скоростей течения в каждом из 
слоев. Как и следовало ожидать, дисперсия в неоднородной среде проявляется на низких 
частотах, когда характерная длина волны сравнивается с масштабом изменения глубины. 
Тем не менее, такие волны являются бегущими и не отражаются от откоса, за исключе-
нием критических точек x = 0 и x = L. 

Мы не будем обсуждать в деталях общее решение уравнения (22), но укажем, что 
качественно часть из них похожа на представленный на рис. 4 профиль дна, другие 
представляют собой подводную гору или яму, так что и здесь имеется достаточное раз-
нообразие «безотражательных» донных профилей. 

Имеются, однако, и другие «безотражательные» профили, не описываемые уравне-
нием (22). Если из уравнений (9)–(11) исключить смещение границы раздела, то можно 
написать волновое уравнение для любой компоненты скорости течения, и для течения  
в верхнем слое имеем: 

2 2
21 1

2 2
( ) 0

u u
c x

t x

∂ ∂− =
∂ ∂

,                                                   (23) 

где c(x) описывается по-прежнему выражением (14).  
Но это уравнение отличается от уравнения для смещения (13), и сразу видно, что 

«безотражательные» донные профили для него будут совершенно другими. Фактически 
мы можем не решать уравнение (23) снова, а воспользоваться полной аналогией уравне-
ний (23) и (1). Так, по аналогии с (7) одна из «безотражательных» функций c(x) для вол-
ны «скорости» течения имеет вид: 

2
0( ) ( )c x c x / L= ɶ ,                                                       (24) 
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и профиль дна отличается от «безотражательного» для волны смещения (18). Качественно 
донный профиль, соответствующий (24), похож на изображенный на рис. 4, и отличается 
от него существенно в окрестности точки перехода двухслойного потока в однослойный. 

Итак, существует большое семейство донных профилей, способствующих безотра-
жательному распространению внутренних волн. Поскольку, как правило, «безотража-
тельность» возможна только на фиксированных дистанциях (0 < x < L), то здесь трудно 
говорить о реальном сверхдальнем распространении внутренних волн, которое, насколь-
ко нам известно, и не наблюдалось в натурных условиях. Тем не менее, «безотражатель-
ность» даже на конечных трассах «продлевает» время жизни внутренних волн, и этот 
эффект заслуживает серьезного внимания при интерпретации натурных данных. 

*** 

В работе изучено «безотражательное» распространение внутренних волн в страти-
фицированном океане переменной глубины. Сначала рассматривается распространение 
монохроматических волновых пучков в толщу океана. Показано, что существует ряд 
вертикальных распределений частоты плавучести, при которых нет отражения внутрен-
них волн в самой толще, а только на морской поверхности и на дне. Такие случаи часто 
наблюдаются в океане и проявляются в численных расчетах нелинейной гидродинамики 
стратифицированного океана. Таким образом, развитая здесь теория объясняет данные 
наблюдений и результаты модельных расчетов. 

Аналогичные эффекты возможны и при распространении внутренних волн над нак-
лонным дном. Они изучены для частного случая линейных волн в двухслойном потоке в 
рамках линейной теории длинных волн. Найдено семейство донных профилей, допус-
кающих «безотражательное» распространение внутренних волн. Показано, что такие 
свойства проявляются на конечных дистанциях вдали от берега и кромки шельфа.  

Авторы принимают активное участие в моделировании сильно нелинейных внут-
ренних волн на шельфе, используя «безотражательные» модели, основанные на уравне-
нии Кортевега – де Вриза и его обобщений [19]. Закладываемое в эти модели приближе-
ние малых уклонов дна является, по-видимому, чрезмерным, и они могут применяться и 
для донных профилей специального вида. Анализ этой проблемы будет сделан в даль-
нейшем.   

Работа выполнена при поддержке РФФИ, гранты №№ 09-05-00204 и 09-05-90408. 
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