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Исследованию пограничного слоя атмосферы над неоднородной подстилающей поверхностью посвящена об-
ширная литература. Но в гораздо меньшей степени исследована специфика анизотропных пограничных слоев, когда 
эффективная шероховатость и коэффициент сопротивления зависят от направления ветра. Такие ситуации, помимо 
случаев анизотропного рельефа, существуют, например, при взаимодействии ветра с упорядоченной растительностью 
(лесопосадки) или упорядоченной застройкой. Известны факты анизотропии сопротивления над взволнованной мор-
ской поверхностью. В настоящей заметке рассматривается стационарная нелинейная аналитическая модель погранич-
ного слоя экмановского типа при анизотропном сопротивлении. Результаты показывают, что эффекты анизотропии 
могут быть заметными.

Ключевые слова: пограничный слой атмосферы, подстилающая поверхность, анизотропное сопротивление, нелиней-
ное трение, аналитическая модель, поворот ветра.
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An extensive literature is devoted to the study of the boundary layer of the atmosphere over an inhomogeneous underlying 
surface. However, the specificity of anisotropic boundary layers, when the effective roughness and drag coefficient depend on the 
wind direction, has been studied to a much lesser extent. Such situations, in addition to cases of anisotropic relief, exist, for exam-
ple, when the wind interacts with ordered vegetation (forest plantations) or ordered buildings. There are known facts of anisotropy 
of resistance over a rough sea surface. In this note, we consider a stationary nonlinear analytical model of the Ekman-type bound-
ary layer with anisotropic resistance. The results show that the effects of anisotropy can be noticeable.

Key words: atmospheric boundary layer, underlying surface, anisotropic resistance, nonlinear friction, analytical 
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1. Введение

Исследованию пограничного слоя атмосферы над неоднородной подстилающей поверхностью посвя-
щена обширная литература (см., например, [1–3] и  библиографию в  этих изданиях). Но, насколько нам 
известно, в гораздо меньшей степени исследована специфика анизотропных пограничных слоев, когда эф-
фективная шероховатость и коэффициент сопротивления CD зависят от направления ветра. Такие ситуации, 
помимо случаев анизотропного рельефа, существуют, например, при взаимодействии ветра с упорядоченной 
растительностью (лесопосадки) или упорядоченной застройкой. Если же растительность распределена рав-
номерно и изотропно, то достаточно сильный ветер деформирует ее (наклоняет крону деревьев, кустов), так 
что появляется выделенное направление, поэтому шероховатость и в этом случае становится анизотропной. 
Анизотропными могут быть также большие массивы ветроэнергетических установок [4] (в зависимости от их 
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геометрии). В работе [5] описываются ситуации с анизотропией коэффициента сопротивления над взволно-
ванной морской поверхностью. В настоящей заметке рассматривается стационарная нелинейная аналитиче-
ская модель пограничного слоя экмановского типа при анизотропном сопротивлении.

2. Аналитическая модель

Воспользуемся моделью с квадратичным трением на нижней границе z = 0 [6–8]. В такого типа моделях 
предполагается, что уровень z = 0 соответствует не подстилающей поверхности, а, например, верхней гра-
нице приземного (приводного) слоя или уровню стандартных метеорологических наблюдений. Обобщая 
постановку задачи [7, 8] на случай анизотропного трения, стационарную систему уравнений и краевые ус-
ловия записываем в виде
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Здесь u, v — составляющие горизонтальной скорости, ug — геострофический ветер, f — параметр Корио-
лиса, K — коэффициент турбулентной вязкости. Коэффициенты сопротивления CDx, CDy, вообще говоря, 
могут заметно различаться, поскольку может сильно различаться эффективная шероховатость, например, 
для ветров, направленных вдоль лесопосадок и в поперечном направлении.

Решение может быть записано в виде
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Здесь h = (2K/f)1/2; X, Y— постоянные интегрирования, которые, с  учетом нижних граничных условий, 
должны удовлетворять нелинейной алгебраической системе уравнений
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где /x y Dy DxA J J C C≡ =  — безразмерный фактор анизотропии.
Из общей теории кривых 2-го порядка (конических сечений) нетрудно убедиться, что геометрическое 

место точек на плоскости XY, соответствующих (8), при не слишком сильной анизотропии 3 8 3 8A− < < +  
представляет собой эллипс, пересекающий ось X в точках X = 0 и X = 1 (при отсутствии анизотропии (A =	
= 1) — окружность). Из (8) можно выразить Y:
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Рис. 1. Верхние фрагменты зависимостей Y(X) при значениях A ≡ CDy/CDx =	
= 1/2, 1, 2 (верхняя, средняя и нижняя кривые соответственно).

Fig. 1. Upper fragments of dependencies Y(X) at values A ≡ CDy/CDx = 1/2, 1, 2 (upper, 
middle and lower curves, respectively).

Нетрудно убедиться, что физический интерес представляет лишь часть кривой Y(X), находящаяся в пер-
вом квадранте, поэтому. в  (9) следует выбрать положительный знак и рассматривать решение в области 	
0 ≤ X ≤1. На рис. 1 представлены соответствующие фрагменты зависимостей Y(X) для различных значений 
параметра анизотропии. Точка (1, 0) соответствует нулевым значениям параметров Jx,y — условиям при-
липания. Точка (0, 0) — бесконечным значениям этих параметров — условиям скольжения. Как нетрудно 
проверить, в последней точке dY/dX = 1 при любых значениях A. Отсюда видно, что все кривые находятся 
ниже прямой Y = X, т. е. разность X — Y и левая часть (6) всегда неотрицательны. Поэтому не может быть 
отрицательной и правая часть (6), т. е. величина Y. Это и доказывает то, что интерес представляет лишь 
верхние фрагменты кривых Y(X), находящиеся в первом квадранте.

Если пользоваться термином «мезошеро-
ховатость» (поясненном, например, в [3]), эта 
величина, согласно [3], может, вообще гово-
ря, меняться более, чем на порядок. На рис. 1 
и в приведенных ниже оценках рассматрива-
ется относительно умеренная анизотропия 
коэффициента сопротивления с  параметром 
A, отличающимся от единицы в два раза в ту 
или иную сторону.

Нижняя кривая на рис.  1 отвечает слу-
чаю CDx/CDy = 1/2. В  этом случае сопротив-
ление в  направлении вдоль геострофиче-
ского потока относительно слабое, поэтому 
агеострофичность у  поверхности (значение 
Y) относительно мала. В  противоположном 
случае (верхняя кривая) геострофический 
поток встречает относительно сильное со-
противление, что приводит к  большей агео-
строфичности. Это проявляется и  на рис.  2, 
где представлены зависимости углов поворо-
та приземного ветра ϕ = arctg[Y/(1 — X)] для 
кривых, изображенных на рис. 1.

При реальных значениях параметров зна-
чения Jx, Jy, как нетрудно проверить, обыч-
но порядка единицы [7, 8] (в  точности рав-
ны единице, например, при K = 2  м2/c, f =	
= 10–4 c–1, CDx = CDy = 10–3, ug = 10

 
м/с). При-

ведем численные примеры. При Jx = Jy = 1 

Рис. 2. Углы поворота приземного ветра (в радианах) для кривых, 
изображенных на рис. 1.

Fig. 2. Surface wind rotation angles (in radians) for the curves shown 
in fig. 1.
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(отсутствие анизотропии, A = 1) X ≈ 0.31, Y ≈ 0.18, ϕ ≈ 15°. При Jx = 0.7, Jy = 1.4 получаем A = 0.5, X ≈ 0.37, 	
Y ≈ 0.25, ϕ ≈ 21°. При Jx = 1.4, Jy = 0.7 получаем A = 2, X ≈ 0.26, Y ≈ 0.13, ϕ ≈ 10°. Видно, что анизотропия со-
противления может существенно влиять на значения коэффициентов X, Y и углы поворота ветра. Отметим 
универсальный характер кривых на рис. 1, 2, зависящих только от параметра A = CDy/CDx.

3. Заключение

Аналитическая модель пограничного слоя с  анизотропным сопротивлением представлена, насколь-
ко нам известно, впервые. Конечно, это — весьма упрощенная модель, но представляется, что подобные 
модели являются необходимым этапом развития теории. Они необходимы, прежде всего, для понимания 
динамики и структуры пограничного слоя и могут служить в качестве тестовых примеров при разработке 
более совершенных моделей.
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