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Аннотация
Цель настоящего исследования — разработка метода расчета коэффициента диффузного отражения света от силь-

нопоглощающей среды с резкоанизотропным рассеянием типа морской воды. Актуальность этого вопроса обуслов-
лена широким использованием коэффициента диффузного отражения в обработке данных спектральных измерений 
яркости океана. Предлагаемый метод основан на разложении коэффициента отражения в ряд по кратности рассея-
ния на большой угол (по сравнению с характерным углом однократного рассеяния), что эквивалентно разложению 
в ряд по обратным степеням показателя поглощения. Для первых двух членов разложения получены явные выражения. 
Первый воспроизводит известный результат приближения квазиоднократного рассеяния, а второй соответствует вкладу 
квазидвукратного рассеяния (многократного малоуглового рассеяния до, между и после двух актов рассеяния на большой 
угол). Проведено сравнение найденного аналитического решения с результатами численного интегрирования уравнения 
переноса для индикатрисы Хеньи-Гринстейна, а также для двухчленной индикатрисы Хеньи-Гринстейна, моделирую-
щей рассеяние света в морской воде. Показано, что сумма вкладов квазиоднократного и квазидвукратного рассеяний 
хорошо описывает дифференциальный коэффициент отражения в широком диапазоне углов падения и наблюдения.

Ключевые слова: яркость океана, коэффициент отражения, уравнение переноса излучения, квазидвукратное рассеяние
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Abstract
The aim of the present study is to develop a method for calculating the diffuse component of the bidirectional reflectance of  

a strongly absorbing and highly-forward scattering medium like seawater. The relevance of this issue is due to the widespread use 
of the bidirectional reflectance in the processing of ocean color measurements. Explicit expressions for the first two terms of the 
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expansion are derived. The first term reproduces the well-known result of quasi-single-scattering approximation, and the second 
corresponds to the contribution of quasi-double scattering (the small-angle multiple scattering before, between, and after two 
events of large-angle scattering). To validate our analytical results, we carry out numerical integration of the radiative transfer 
equation for the Henyey-Greenstein phase function, as well as for the two-term Henyey-Greenstein function that models light 
scattering in seawater. It is shown that for optical parameters typical to seawater, the first two terms of the expansion (i. e. the sum 
of quasi-single- and quasi-double-scattering contributions) prove to be sufficient to describe the bidirectional reflectance with 
high accuracy over a wide range of illumination/viewing angles.

Keywords: Water-leaving radiance, BRDF, radiative transfer equation, quasi-double scattering

1. Введение

Исследование диффузного отражения света от морской воды привлекает значительный интерес благо-
даря развитию технологий измерения цвета океана [1–3]. Спектральная яркость выходящего из воды из-
лучения содержит информацию о физических и оптических свойствах морской воды, и поэтому является 
важнейшей оптической характеристикой, используемой для изучения верхнего слоя океана методами дис-
танционного зондирования [4–12].

Основной интерес представляет зависимость коэффициента диффузного отражения от оптических 
параметров морской воды (показателей рассеяния и поглощения, индикатрисы рассеяния). Данная зави-
симость является ключевым элементом для решения обратной задачи восстановления физических и оп-
тических параметров морской воды [2]. В современных алгоритмах [6–8, 10–14] коэффициент отражения 
обычно параметризуется полуэмпирической формулой [15], содержащей подгоночные параметры. Эти па-
раметры сами зависят от углов освещения/наблюдения и индикатрисы рассеяния, и определяются путём 
подгонки аналитической формулы под результаты численных расчётов переноса излучения [16].

Характер многократного рассеяния света в морской воде определяется двумя основными факторами: 
сильно вытянутой вперед индикатрисой рассеяния (1 — g << 1, g — средний косинус угла однократного 
рассеяния) и сравнительно сильным поглощением, препятствующим изотропизации излучения по направ-
лениям и переходу к режиму пространственной диффузии (показатель поглощения a много больше транс-
портного показателя рассеяния btr [1]; btr = b(1 – g), где b — показатель рассеяния). В этих условиях обратно 
рассеянное излучение формируется за счет отдельных, сравнительно редких актов рассеяния на большой 
угол. Основной вклад в отраженный поток дает излучение, испытавшее квазиоднократное рассеяние, — 
малоугловое многократное рассеяние до и после единственного акта рассеяния в заднюю полусферу. Ана-
литическая формула для коэффициента отражения в приближении квазиоднократного рассеяния была по-
лучена в работе Гордона [17] (см. также [18–20]).

Формула Гордона определяет ведущий член разложения коэффициента отражения в ряд по малому пара-
метру — отношению btr/a. Все попытки выйти за рамки приближения квазиоднократного рассеяния и уточ-
нить формулу Гордона [17] основаны на полуэмпирических параметризациях коэффициента отражения, 
которые подгоняются под результаты численного моделирования переноса излучения [15, 21–25]. В связи 
с этим остается актуальной задача о разработке строгого метода решения уравнения переноса излучения для 
сильнопоглощающей среды (btr << a < b), который воспроизводил бы результат Гордона [17] в качестве при-
ближения первого порядка и позволял бы вычислять члены более высокого порядка (по btr/a) без каких-либо 
априорных предположений. Разработка такого подхода является основной целью нашей работы.

В настоящей работе сформулирован метод вычисления коэффициента отражения R в виде разложе-
ния в ряд по кратности рассеяния на большой угол (по сравнению с характерным углом однократного 
рассеяния). С математической точки зрения метод заключается в разложении решения уравнения пе-
реноса излучения по степеням интеграла столкновений [26, 27]. Предлагаемый подход позволяет пред-
ставить коэффициент отражения в виде разложения по обратным степеням показателя поглощения a. 
Параметром разложения является отношение btr/a. Для первых двух членов разложения, т. е. для вкладов 
квазиоднократного (~1/a) и квазидвукратного (~1/a2) рассеяния, получены явные выражения. Первый 
член разложения воспроизводит формулу Гордона [17], второй определяет искомую поправку к ней. Для 
проверки полученных аналитических результатов мы провели прямое численное интегрирование урав-
нения переноса излучения с использованием кода DISORT, модифицированного с учетом френелевско-
го отражения от границы раздела воздух/вода [28], и рассчитали коэффициент отражения для индика-
трисы Хеньи-Гринстейна. Также проведены расчеты для индикатрисы, представляющей суперпозицию 
двух функций Хеньи-Гринстейна и моделирующей рассеяние света в морской воде [29–31]. Показано, 
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что первые два члена полученного ряда (т. е. сумма вкладов квазиоднократного и квазидвукратного рас-
сеяний) хорошо описывают дифференциальный коэффициент отражения в широком диапазоне углов 
падения и наблюдения.

2. Общие соотношения

Рассмотрим отражение широкого мононаправленного пучка света от водной среды с сильным погло-
щением и резкоанизотропным рассеянием. Среда занимает полупространство z > 0, ось z направлена вглубь 
воды, вдоль вектора внутренней нормали к поверхности n. Яркость излучения, падающего на границу сре-
ды нормируем как

	 0( 0, ) ( ),I z = − = dΩ Ω − Ω  (Ωn) > 0, 	 (1)

где Ω — единичный вектор, определяющий направление распространения излучения (Ωx = sinqcosj, Ωy = 
sinqsinj, Ωz = cosq, q и j — полярный и азимутальный углы). Дифференциальный коэффициент диффуз-
ного отражения света определяется как отношение яркости выходящего из среды излучения I(z = –0, Ω) 
к падающему на поверхность воды потоку:

	 0 0( ) ( 0, ) ,R I z= = − mΩ,Ω Ω  (Ωn) < 0, 	 (2)

0 0 0( cos )zm = = qΩ . В гидрооптике используется также коэффициент яркости pR(Ω, Ω0), представляющий 
собой отношение яркости выходящего из воды излучения к величине m0/p (т. е. к яркости излучения, отра-
женного от ламбертовской непоглощающей поверхности). Яркость I(z = –0, Ω) связана с яркостью восхо-
дящего излучения под поверхностью воды I(z = +0, Ω) соотношением [1]:

	 2( 0, ) ( ) ( 0, ),FI z n T I z−= − = = + nΩ Ω Ω  (Ωn) < 0, 	 (3)

где n — показатель преломления воды, ( ) 1 ( ),F FT Rm = − m  RF(m) — френелевский коэффициент отражения 
от поверхности воды при падении света со стороны воздуха. Единичный вектор Ω  в правой части уравне-
ния (3) обозначает направление распространения светового луча в воде, соответствующее направлению Ω 
распространения вышедшего из воды луча, sin sin / ,nq = q  .j = j

Яркость под водой (z > 0) удовлетворяет уравнению переноса излучения:

	 ( , ) ( ) ( , ),a b I z b d p I z
z

 ∂ ′ ′ ′m + + =  ∂ 
∫∫Ω Ω Ω Ω Ω 	  (4)

где = = cos ,zm qΩ  a и b — показатели поглощения и рассеяния воды, ( )p ′Ω Ω  — индикатриса (фазовая 
функция) однократного рассеяния. Все величины a, b, p, I зависят от длины волны l. Граничное условие 
на поверхности воды имеет вид:

	 0
0 0

0
( 0, ) ( ) ( ) ( ) ( 0, ( )),w

F FI z T R I z
m

= + = m d − + = +
m





n n nΩ Ω Ω Ω Ω − 2 Ω  (Ωn) > 0, 	 (5)

где 0
Ω  — направление распространения падающего луча в воде, 2 2

0 01 ,n nm = − + m  w
FR  — френелевский 

коэффициент отражения от границы раздела воздух/вода при падении света со стороны воды.
Коэффициент отражения R(Ω, Ω0) удобно выразить, через коэффициент r, представляющий собой от-

ношение яркости восходящего излучения к падающему потоку под поверхностью воды (z = +0):

	 ( )0 0 0( ) ( 0, ) ( ) , ( ) 0.Fr I z T= = + m m <    nΩ,Ω Ω Ω 	  (6)

Из уравнений (2), (3) и (6) находим искомое соотношение:

	 2
0 0 0( ) ( ) ( ) ( ),F FR n T T r−= m m  Ω,Ω Ω,Ω  	 (7)

где m = nΩ  — косинус угла между направлением наблюдения Ω и внешней нормалью к поверхности моря 
(т. е. косинус зенитного угла наблюдения).

Ниже, для моделирования резко анизотропного рассеяния в морской воде мы используем индикатрису 
Хеньи-Гринстенйна:

	
2

2 3/2
1(cos ; ) ,

4 (1 2 cos )HG
gp g

g g
−

J =
p + − J

	  (8)
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(g — средний косинус угла однократного рассеяния, 1 – g << 1), а также индикатрису, представляющую 
собой суперпозицию двух функций Хеньи-Гринстейна [29–31]:

	 1 2(cos ) (1 ) (cos , ) (cos , ),HG HGp x p g x p gJ = − J + J 	  (9)

где средний косинус g2 ≤ 0, а величина g1 близка к единице, 1 – g1 << 1. Для заданных значений g1 и g2, ве-
совой множитель x в формуле (9) определяет отношение bb/b, где bb — коэффициент обратного рассеяния:

	 b
/2

2 sin (cos ) .b b p d
p

p

= p J J J∫ 	  (10)

Угловые зависимости (8) и (9) имеют выраженный пик в направлении «вперед» с шириной порядка  
J0 ≈ 1 – g (или 1 – g1). Поэтому, для рассматриваемых индикатрис величина J0 ≈ 1 – g имеет смысл харак-
терного угла однократного рассеяния. В режиме многократного рассеяния яркость излучения изменяется 
на масштабах много больших J0 [26, 27].

3. Разложение по кратности рассеяния на большой угол

Основная идея нашего подхода заключается в построении решения уравнения переноса излучения 
в виде разложения по степеням интеграла столкновений Больцмана. Сгруппируем вместе «уход» и «при-
ход» в интеграле упругих столкновений в уравнении переноса (4):

	 ( , ) ( ) ( , ) ( , ) .a I z b d p I z I z
z

 ∂ ′ ′ ′m + = −     ∂ 
∫∫Ω Ω Ω Ω Ω Ω 	  (11)

Если не интересоваться рассеянием на предельно малые углы, сопоставимые с характерным углом одно-
кратного рассеяния J0 (т. е. считать, что угол отклонения от направления падающего луча в воде много 
больше J0), то вклад в интеграл будут давать углы рассеяния, значительно превышающие угол J0. В этом 
случае яркость рассеянного излучения будет плавной функцией углов по сравнению с индикатрисой рассе-
яния (угловая зависимость яркости имеет характерный масштаб много больший J0 [26, 27]), и вклад от рас-
сеяния вперед оказывается подавленным благодаря разности яркостей в интеграле столкновений в урав-
нении (11). Поэтому разложение яркости в ряд по степеням интеграла столкновений представляет собой 
разложение по кратности рассеяния на «большой» угол [26, 27].

Используя стандартную процедуру [32, 33] (рассматривая правую часть уравнения (11) как неоднород-
ность), запишем уравнение (11) в интегральной форме. С учетом граничного условия (5) получим следую-
щее уравнение для яркости излучения под водой (z > 0):

	

0/ /0
0 0

0

( )/

0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( 0, ( )) ( )

( ) ( , ) ( , ) ,

a z a zw
F F

a z z

I z T e R I z e

b z zdz e d p I z I z

− m − m

∞
′− − m

m
= m d − + m = + h m +

m

′ −′ ′ ′ ′ ′ ′+ h −    m m 
∫ ∫∫







n nΩ Ω Ω Ω − 2 Ω

Ω Ω Ω Ω Ω 	  (12)

где h(x) — ступенчатая функция Хевисайда (h = 1 при x > 0 и h = 0 при x < 0). Решая уравнение (12) методом 
последовательных приближений, с учетом соотношения (3), получим следующее разложение для коэффи-
циента отражения (2):
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где * 0( ) ( ).′ ′m = m h m + m h −m   Формулы (13)–(15) представляют собой первые два члена разложения R(Ω, Ω0) 
по обратным степеням показателя поглощения. Выражения (14) и (15) определяют вклады излучения, ис-
пытавшего квазиоднократное и квазидвукратное рассеяние, соответственно. Первый член разложения 
R(1) совпадает с хорошо известной формулой Гордона [15], если в знаменателе последней заменить сумму  
a + bb на a.
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Предложенный метод решения уравнения переноса является модификацией стандартного разложения 
в ряд по кратности рассеяния [33]. Представление яркости излучения в виде ряда по кратности рассеяния 
представляет собой разложение по степеням интегрального члена в уравнении (4). В этом случае инте-
гральное уравнение для яркости записывается в виде:
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Решение уравнение (16) методом последовательных приближений дает разложение яркости в ряд по сте-
пеням вероятности выживания кванта w0, w0 = b/(a + b), что соответствует разложению в ряд по кратности 
рассеяния. Вклад излучения, испытавшего истинное n-кратное рассеяние, в коэффициент отражения име-
ет вид [33]:

	 true ( )
0 ( ) ,n n

nR F p ′= w   Ω Ω 	  (17)

где Fn — интеграл, содержащий свертку n индикатрис рассеяния. Нетрудно видеть, что уравнение (12) от-
личается от уравнения (16) (также как и уравнение (11) отличается от уравнения переноса (4), записанного 
в традиционной форме) заменой показателя экстинкции на показатель поглощения, а индикатрисы рассе-
яния на разность индикатрисы и d-функции:

	 , ( ) ( ) ( ).a b a p p′ ′ ′+ → → − dΩ Ω Ω Ω Ω − Ω 	  (18)

Следовательно, выражение для вклада излучения, испытавшего квази-n-кратное рассеяние будет отличать-
ся от (17) лишь заменой (18):

	 ( )( ) / ( ) ( ) .nn
nR b a F p ′ ′= − d  Ω Ω Ω − Ω 	  (19)

Таким образом, зная явный вид функционала Fn, по формуле (19) можно рассчитать любой член разложе-
ния по кратности рассеяния на большой угол. Явный вид первых двух членов определяется выражениями 
(13)–(15).

Отметим, что изложенный выше метод в приближении малых углов был использован для расчета рас-
пределения излучения в узком пучке, распространяющемся в морской воде [26, 27]. Аналогичная идея 
о разложении по кратности рассеяния на большой угол лежит в основе представления аэрозольного вклада 
в яркость атмосферы в виде ряда по степеням оптической толщины аэрозоля [34].

4. Результаты численных расчетов

Для верификации аналитических выражений (13)–(15) было проведено численное интегрирование 
уравнения переноса (4) с помощью кода DISORT, модифицированного с учетом френелевского отраже-
ния от поверхности воды [28] (относительно модификаций метода дискретных ординат в случае резко 
анизотропного рассеяния см. [35]). Рассеяние света морской водой моделировалось двухчленной инди-
катрисой Хеньи-Гринстейна (9). Были рассчитаны зависимости коэффициента отражения от угла па-
дения q0 при наблюдении в надир, а также зависимость от зенитного угла наблюдения qv (cosqv = |m|) 
при различных углах падения. Ниже приведено сравнение формул (13)–(15) с результатами численных 
расчетов.

4.1. Индикатриса Хеньи-Гринстейна

На рис. 1 (a–d) показаны результаты численного расчета коэффициента отражения (2) для индикатри-
сы Хеньи-Гринстейна. Расчёты были проведены для двух значений среднего косинуса угла однократного 
рассеяния, g = 0,9 и g = 0,95, и двух значений вероятности выживания кванта w0 = 0,7 и w0 = 0,8. На рисун-
ках также показаны отдельно вклад квазиоднократного рассеяния R(1) и сумма вкладов квазиоднократного 
и квазидвукратного рассеяния R(1) + R(2), рассчитанные по формулам (13)–(15).

Результаты расчета R(1) + R(2) очень хорошо согласуются с численными данными. Точность аналитиче-
ского выражения тем выше, чем анизотропнее рассеяние и сильнее поглощение, т. е. чем меньше отноше-
ние btr/a транспортного показателя рассеяния к показателю поглощения. Относительная погрешность вы-
ражения для R(1) + R(2) возрастает с уменьшением угла рассеяния (т. е. угла между направлениями Ω  и 0

Ω ).  
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Тем не менее, в самом неблагоприятном случае, g = 0,9 и w0 = 0,8 (btr/a = 0,4), относительная погрешность 
составляет менее 10 % для углов 0 120> ° Ω Ω  и достигает около 20 % для 0 90 .≈ ° Ω Ω  При g = 0,95 или w0 = 0,7 
относительная погрешность выражения для R(1) + R(2) не превышает 10 % во всем рассматриваемом диапа-
зоне углов.

а) 	 a) 	 б) 	 b)

в) 	 c) 	 г) 	 d)

Рис. 1. Дифференциальный коэффициент отражения от среды с индикатрисой рассеяния Хеньи-Гринстейна по дан-
ным численного интегрирования уравнения переноса излучения (сплошные кривые), расчета по формулам (13)–(15) 
(штриховые линии) и по формуле (20) (пунктир). (а, в) Зависимость коэффициента отражения от угла падения при 
наблюдении в надир. (б, г) Зависимость коэффициента отражения от зенитного угла наблюдения в плоскости падения, 

угол падения 60°. Средний косинус угла однократного рассеяния (а, б) g = 0,9, (в, г) g = 0,95

Fig. 1. Bidirectional reflectance for a medium with the Henyey-Greenstein scattering phase function, based on numerical 
integration of the radiative transfer equation (solid curves), calculation using formulas (13)–(15) (dashed lines), and using formula 
(20) (dotted lines). (a, c) Dependence of the reflectance on the incidence angle for nadir observation. (b, d) Dependence of the 
reflectance on the observation zenith angle in the plane of incidence, incidence angle 60°. Mean cosine of the single-scattering 

angle (a, b) g = 0,9, (c, d) g = 0,95

Как видно из графиков, относительный вклад квазидвукратного рассеяния возрастает с увеличением 
отношения btr/a (т. е. с уменьшением g или увеличением w0). Для значений g = 0,9 и w0 = 0,8 вклад квазиод-
нократного рассеяния в яркость отраженного излучения составляет около 70 % (см. рис. 1(а, б)). Отметим, 
что для индикатрисы Хеньи-Гринстейна приближение квазиоднократного рассеяния всегда даёт занижен-
ное значение R, и вклад квазидвукратного рассеяния R(2) оказывается положительным.

Для индикатрисы Хеньи-Гринстейна была обнаружена интересная особенность: отношение вкладов 
квазидвукратного и квазиоднократного рассеяния R(2)/R(1) очень слабо зависит от углов падения и наблю-
дения и пропорционально отношению транспортного показателя рассеяния к показателю поглощения, 
R(2)/R(1) = k btr/a (см. рис. 2). Таким образом, угловая зависимость R(Ω, Ω0) близка к угловой зависимости 
вклада квазиоднократного рассеяния R(1)(Ω, Ω0), и коэффициент отражения можно аппроксимировать сле-
дующим простым выражением:
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где значение коэффициента пропорциональности близко к 1,2. Точность формулы (20) проиллюстрирова-
на на рис. 1.

Рис. 2. Отношение вкладов квазидвукратного и квазиодно-
кратного рассеяния в коэффициент отражения для индика-
трисы Хеньи-Гринстейна (штриховые кривые). Сплошными 
кривыми показана относительная разность между числен-
ным значением R и вкладом квазиоднократного рассеяния 

R(1) в единицах отношения btr/a.

Fig. 2. Ratio of the contributions of quasi-double and quasi-sin-
gle scattering to the reflectance for the Henyey-Greenstein phase 
function (dashed curves). The solid curves show the relative differ-
ence between the numerical value R and the quasi-single-scattering 

contribution R(1), in units of the ratio btr/a

4.2. Моделирование отражения от морской воды

В отличие от индикатрисы Хеньи-Гринстейна, монотонно убывающей с углом рассеяния, «морские» 
индикатрисы могут иметь плато или даже возрастать вблизи направления «назад», что обусловлено рас-
сеянием на мелких частицах, взвешенных в морской воде, а также рэлеевским рассеянием в чистой воде. 
В этом разделе мы исследуем, как увеличение вероятности обратного рассеяния повлияет на величину 
вкладов квазиоднократного и квазидвукратного рассеяния. Рассеяние света в морской воде удобно моде-
лировать с помощью индикатрисы (9), представляющей собой суперпозицию двух функций Хеньи-Грин-
стейна [29–31].

На рис. 3 представлены результаты численного расчета коэффициента отражения, а также результаты 
расчета по формулам (13)–(15), для индикатрисы (9) с параметрами g1 = 0,94, g2 = –0,25 и множителем 
x, изменяющимся в пределах от 0 до 0,1. Значения g1 и g2 выбраны таким образом, чтобы индикатриса 
(9) (при x = 0,04) воспроизводила одну из фазовых функций Мореля для воды первого типа (см. рис. 3, 
a). Как видно из рисунка, увеличение вероятности обратного рассеяния приводит к значительному уве-
личению вклада квазиоднократного рассеяния. При значениях bb/b > 0,02 величина R(1) начинает пре-
вышать (в направлении точно «назад») результат численного расчета (см. рис. 3, б). В этом случае вклад 
квазиоднократного рассеяния завышает истинное значение R, и вклад квазидвукратного рассеяния R(2) 
становится отрицательным. При дальнейшем увеличении отношения bb/b вклад R(2) становится отрица-
тельным для всех углов (см. рис. 3, г). Учет вклада квазидвукратного рассеяния, как и ранее, значительно 
повышает точность аналитической формулы для коэффициента отражения. Для значений w0 = 0,7 и bb/b < 
< 0,05, относительная погрешность аналитической формулы составляет менее 5 % для всех углов паде-
ния. Максимальная погрешность (около 7 %) достигается в обратном направлении при отношении bb/b = 
= 0,08 (весовой множитель x = 0,1).

Как показывает наш анализ, с увеличением отношения bb/b, для заданного направления наблюдения/
освещения, вклад квазидвукратного рассеяния R(2) монотонно уменьшается, переходит через ноль и за-
тем уменьшается, оставаясь отрицательным (абсолютное значение |R(2)| увеличивается). При определенном 
значении bb/b вклад квазидвукратного рассеяния обращается в ноль, и отличие R(1) от R определяется вкла-
дом более высоких порядков рассеяния на большой угол. В этом случае, однако, вклад квазиоднократного 
рассеяния R(1) настолько хорошо аппроксимирует истинное значение R (см. кривые для x = 0,01 и 0,02 
на рис. 3, б, в), что нет необходимости учитывать третий член разложения R(3). Таким образом, уравнения 
(13)–(15) обеспечивают хорошее приближение для коэффициента отражения R(Ω, Ω0) для всех реалистич-
ных значений отношения bb/b.
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а) 	 a) 	 б) 	 b)

в) 	 c) 	 г) 	 d)

Рис. 3. Дифференциальный коэффициент отражения от среды с двухчленной индикатрисой рассеяния (9): a — 
двухчленная индикатриса рассеяния (9) с параметрами g1 = 0,94, g2 = –0,25. Штриховой линией показана индикатриса 
Мореля [9] для длины волны 500 нм и концентрации хлорофилла 0,05 мг м–3; б–г — коэффициент отражения от сре-
ды с индикатрисой рассеяния (9) по данным численного интегрирования уравнения переноса излучения (сплошные 
кривые) и расчета по формулам (13)–(15) (штриховые линии). Вероятность выживания кванта w0 = 0,7, наблюдение 

в надир

Fig. 3. Bidirectional reflectance for a medium with the two-term scattering phase function (9): a —Two-term scattering phase 
function (9) with parameters g1 = 0.94, g2 = –0.25. The dashed line shows Morel’s phase function [9] for a wavelength of 500 nm 
and a chlorophyll concentration of 0.05 mg m–³. b–d — bidirectional reflectance for a medium with the scattering phase function 
(9), based on numerical integration of the radiative transfer equation (solid curves) and calculation using formulas (13)–(15) 

(dashed lines). Single-scattering albedo w0 = 0.7, nadir observation.

5. Обсуждение

Для решения обратной задачи важнейшим является вопрос о том, насколько чувствителен коэффици-
ент отражения к форме индикатрисы рассеяния морской воды, и насколько точно можно его определить 
с помощью единственного параметра — показателя обратного рассеяния bb [1], представляющего инте-
гральную характеристику индикатрисы рассеяния. Относительно этого вопроса существует две позиции, 
а именно, что форма индикатрисы имеет решающее влияние на коэффициент отражения (погрешность 
может достигать 200 % [30]) и вторая, что при определенных углах освещения/наблюдения влияние инди-
катрисы на значение коэффициента отражения может быть не столь значительным [15, 36]. Полученные 
в нашей работе результаты дают ответ на этот вопрос.

Как следует из нашего анализа, главный вклад в коэффициент отражения дает первый член разложения 
R(1) по степеням btr/a (см. формулу (14)). Для значений оптических параметров, типичных для морской 
воды, относительная погрешность R(1) составляет порядка 20–25 % или меньше. Поскольку R(1) прямо про-
порционален индикатрисе рассеяния 0( ),p  Ω,Ω  именно индикатриса является главным фактором, опреде-
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ляющим коэффициент отражения для заданных углов освещения/наблюдения. Проиллюстрируем это сле-
дующим расчетом. Следуя идее работы [30], мы сравнили коэффициенты отражения для трех различных 
индикатрис рассеяния (9), имеющих одинаковое отношение bb/b. Расчеты были проведены для двухчлен-
ной индикатрисы Хеньи-Гринстейна (9) с параметрами (g1, g2) равными g1 = 0,9, g2 = 0; g1 = 0,95, g2 = 0  
и g1 = 0,95, g2 = –0,25. Весовой множитель подбирался так, чтобы у всех индикатрис отношение bb/b равня-
лось ≈0,023. Результаты расчетов показаны на рис. 4, а. Как следует из графиков, различие в значениях ко-
эффициента отражения оказывается весьма существенным (максимальное различие составляет примерно 
45 %). В то же время, если подобрать у этих индикатрис весовой множитель так, чтобы совпадали значения 
самих индикатрис в заданном направлении, то различие в коэффициентах отражения становится суще-
ственно меньше. На рис. 4, б показаны результаты расчеты для двухчленной индикатрисы Хеньи-Грин-
стейна (9) с теми же тремя наборами средних косинусов (g1, g2), но с одинаковым значением индикатрисы 
в направлении точно назад, pb = p(180°) = 0,005. Как видно из рисунка, максимальное различие коэффици-
ентов отражения в направлении точно назад уменьшилось почти в три раза (с 45 % до 17 % между нижней 
и верхней кривыми при q0 = 0°; при этом заметно возросло различие для других направлений освещения).

а) 	 a) 	 б) 	 b)

Рис. 4. Коэффициент отражения r для трех различных индикатрис (9), имеющих (а) одинаковое отношение bb/b; (б) 
одно и то же значение p(180°). Вероятность выживания кванта w0 = 0,7, наблюдение в надир. Результаты численного 
интегрирования уравнения переноса показаны сплошными линиями, результаты расчета r(1) + r(2) по формулaм (14), 

(15) — штриховыми

Fig. 4. Reflection coefficient r for three different scattering phase functions (9) having (a) the same ratio bb/b; (b) the same value 
of p(180°). Single-scattering albedo w0 = 0.7, nadir observation. Results of numerical integration of the radiative transfer equation 

are shown by solid lines, results of calculation of r(1) + r(2) using formulas (14), (15) — by dashed lines

Таким образом, главным фактором, определяющим коэффициент отражения, является значение инди-
катрисы рассеяния на угол 0, ΩΩ  соответствующий направлениям освещения и наблюдения. Более точное 
определение коэффициента R требует учета следующего члена разложения (15), для расчета которого необ-
ходимо знание индикатрисы рассеяния во всем диапазоне углов. Сумма вкладов квазиоднократного и ква-
зидвукратного рассеяний, как и прежде, обеспечивает высокую точность расчета коэффициента отражения 
(см. штриховые кривые на рис. 4, а и б).

6. Заключение

В настоящей работе развит метод последовательных приближений для решения уравнения переноса 
в сильнопоглощающей среде типа морской воды, основанный на разложении яркости в ряд по кратности 
рассеяния на «большой» (по сравнению с углом однократного рассеяния) угол. Метод позволяет предста-
вить яркость выходящего из воды излучения в виде быстро сходящегося ряда по обратным степеням по-
казателя поглощения, и тем самым рассчитать коэффициент отражения аналитически, с контролируемой 
точностью. Для первых двух членов ряда получены явные выражения, уточняющие известный результат 
квазиоднократного приближения. Для верификации полученных аналитических формул было проведено 
численное интегрирование уравнения переноса с помощью кода DISORT для индикатрисы, моделирую-
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щей рассеяние света в морской воде. Сравнение с результатами численного расчета показало, что получен-
ное аналитическое выражение хорошо описывает дифференциальный коэффициент отражения в широком 
диапазоне углов падения и наблюдения, что может быть полезно при решении обратной задачи — восста-
новлении оптических параметров морской воды из данных натурных измерений.
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