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Аннотация
Теоретически исследуется нестационарная конвекция в двухкомпонентной среде с существенно различающимися 

коэффициентами переноса (например, в соленой воде). В качестве конкретного примера рассматриваются течения, 
возникающие в нейтрально стратифицированной среде у наклонной стенки (над наклонной поверхностью), с которой 
в среду поступают постоянные (после включения) потоки тепла и примеси. Используется известное точное решение 
нестационарной задачи о конвекции у вертикальной стенки с граничными условиями второго рода, которое обобща-
ется на случай течения над наклонной стенкой.

Полная система уравнений гидротермодинамики и переноса примеси сводится к линейной системе за счет симме-
трии задачи, без каких-либо предположений о малости амплитуд возмущений. Линейность системы позволяет исполь-
зовать принцип суперпозиции — независимо рассматривать и суммировать динамические эффекты двух компонент 
среды, от которых зависят отклонения ее плотности. Решение выражается через кратные интегралы вероятностей.

Результаты, в частности, направление возникающих течений существенно зависят от соотношения значений ко-
эффициентов обмена для разных субстанций. Возможны, например, нетривиальные ситуации, когда положительные 
притоки плавучести приводят к возникновению нисходящих течений. Турбулизация течений, приводя к резким изме-
нениям эффективных коэффициентов обмена, может менять направление конвективных течений.

Ключевые слова: конвекция, двухкомпонентная среда, дифференциальная диффузия, аналитическая модель, турбу-
лентность
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Abstract
Unsteady convection in a two-component medium with significantly different transfer coefficients (e. g., in salt water) is 

theoretically studied. As a specific example, flows arising in a neutrally stratified medium over a flat inclined surface, from which 
constant (after switching on) heat and admixture fluxes enter the medium, are considered. A well-known exact solution to the 
unsteady convection problem near a vertical wall with boundary conditions of the second kind is used, which is generalized to the 
case of a sloping lower boundary.
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The complete system of hydrothermodynamic and admixture transport equations is reduced to a linear system due to the sym-
metry of the problem, without any assumptions about the smallness of the perturbation amplitudes. The linearity of the system allows 
for the use of the superposition principle — independently considering and summing the dynamic effects of the two components of 
the medium, which determine the deviations in its density. The solution is expressed in terms of repeated probability integrals.

The results, in particular, the direction of the resulting flows, depend significantly on the ratio of the exchange coefficients 
for different substances. For example, nontrivial situations are possible where positive buoyancy influxes nevertheless lead to the 
emergence of downward currents. Flow turbulence, leading to abrupt changes in effective exchange coefficients, can, in particular, 
change the direction of convective flows.

Keywords: convection, two-component medium, differential diffusion, analytical model, turbulence

1. Введение

Как хорошо известно, гидротермодинамике двухкомпонентных жидких/газообразных сред (таких как, 
например, соленая морская вода) присущ целый ряд нетривиальных особенностей (см., например, [1–4] 
и библиографию в этих изданиях). В настоящей работе обращается внимание на еще один эффект, возни-
кающий при турбулизации течений таких сред.

Ряд нетривиальных свойств двухкомпонентных сред связан с различием значений коэффициентов об-
мена двух субстанций. Например, коэффициент переноса тепла на два порядка больше, чем соли, вслед-
ствие чего возникают специфические классы конвективной неустойчивости двухкомпонентной среды 
[1–3]. Ниже рассматривается ситуация, когда развитие конвективного течения постепенно приводит к его 
турбулизации. Идея настоящей работы заключается в том, что турбулизация резко меняет эффективность 
переноса двух субстанций — соотношение между эффективными коэффициентами переноса двух субстан-
ций существенно меняется. Тем самым, резко меняются условия развития двухкомпонентной конвекции, 
например, конвекция может менять направление.

2. Постановка задачи

В качестве примера рассмотрим модель развития конвекции в соленой воде над бесконечной плоской 
наклонной стенкой, на которой задаются стационарные (после включения в начальный момент времени  
t = 0) отклонения потоков тепла и концентрации примеси (соли).

Пусть s — координата вдоль склона, ось n направлена нормально к склону (рис. 1).

n

s

u

j

Рис. 1. Схематическое изображение течения у наклон-
ной стенки в области положительного отклонения 

плавучести (упомянутая область затушевана)

Fig. 1. Schematic representation of the flow near an inclined 
wall in the region of positive buoyancy deviation (the 

mentioned region is shaded)

Рассматривается полуограниченный объем среды в области n > 0. Отклонение плотности среды ρ 
в обычно используемом приближении [1–4] линейно зависит от возмущений температуры T и концентра-
ции примеси (солености) s:
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	 0 1 ,T Sρ = ρ − α + β   	  (1)

где ρ0 — средняя (отсчетная) плотность среды; α — термический коэффициент расширения среды; коэф-
фициент β определяет зависимость плотности среды от концентрации примеси (в океанологии его называ-
ют коэффициентом соленостного сжатия).

Для простоты рассматривается случай отсутствия фоновых стратификаций температуры и концентра-
ции примеси. Иными словами, в начальный момент среда не только находится в состоянии покоя, но и од-
нородна по температуре, солености и плотности. Исследуются конвективные течения, вызываемые в такой 
среде постоянными (после «включения» в момент t = 0) отклонениями потоков тепла и примеси на нижней 
границе n = 0. Поскольку задаваемые на границе возмущения не зависят от координаты вдоль склона s, 
будем искать не зависящие от s решения.

Такая постановка близка ко многим известным задачам о склоновых течениях для однокомпонентной 
среды [5], но наличие второй компоненты, как будет видно, может приводить к качественно новым ре-
зультатам. Система уравнений гидродинамики, переноса тепла и примеси в приближении Буссинеска при 
отсутствии фоновой стратификации и без учета перекрестных кинетических эффектов (термодиффузии 
и диффузионной теплопроводности [6]) для данной геометрии задачи имеет вид [1–4]:

	 ( )
2 2

2 2sin sin ,u u ug T S gb
t n n

∂ ∂ ∂
= ν + α − β j = ν + j
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	  (2)

	
2

2 ,T T
t n
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∂ ∂
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t n

∂ ∂
= χ

∂ ∂
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Здесь u — скорость течения вдоль склона (другие компоненты скорости в данной задаче отсутствуют), t — 
время; ν, κ, χ — коэффициенты переноса, φ — угол наклона нижней границы к горизонту, g — ускорение 
силы тяжести;

	 b T S= α − β 	  (4)

— безразмерная плавучесть. Подчеркнем, что полная система уравнений гидротермодинамики и переноса 
примеси свелась к линейной системе (2)–(3) только за счет симметрии задачи, без каких-либо предположе-
ний о малости амплитуд возмущений.

В качестве краевых условий предполагается, прежде всего, затухание возмущений вдали от нижней гра-
ницы:

	 , , 0,u T S →  при .n → ∞  	 (5)

На границе n = 0 выполняется условие прилипания u = 0. Для температуры и концентрации примеси рас-
сматриваются краевые условия второго рода:

	 ( ) ( )0 0,T Sc Q t t
n n

∂ ∂
ρ κ = h ρ χ = Θh

∂ ∂
 при n = 0, 	 (6)

где c — теплоемкость среды, η(t) — единичная функция Хевисайда; Q, Θ — соответствующие амплитуды.

3. Решение

Решения уравнений (3) имеют вид ([7] с. 440, 441):

	
0 0

2 2erfc , erfc .
4 4

Q t n t nT i S i
c t t

   Θ
= − = −     ρ κ ρ χκ χ   

	  (7)

Здесь кратный интеграл вероятностей [8] определяется равенством:

	 1i erfc i erfc ,k k

X

X X dX
∞

− ′ ′= ∫  k = 0, 1, 2,…; 	 (8)

	 1 0i erfc i erfc i erfc ;
X

X X X dX
∞

′ ′≡ = ∫  	 (9) 

	 ( )0 1 22i erfc erfc , i erfc exp .X X X X−= = −
p

	  (10)
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Области с отклонениями плавучести расширяются t ; по такому же закону возрастает и амплитуда 
этих отклонений.

В книге [7] (с. 440, 441) приведено решение для скорости возникающего течения у вертикальной грани-
цы. Его нетрудно обобщить на случай наклонной границы. Приведем сначала решение для относительно 
простого случая одинаковых значений всех коэффициентов обмена (ν = κ = χ = K):

	 ( ) 2

0

2 sin, erfc .
4

g Q nu n t nt i
K c Kt

 j α = − − βΘ ⋅   ρ    
	  (11)

Для расчетов удобно воспользоваться рекуррентным соотношением [8]:

	 1 21i erfc i erfc i erfc .
2

k k kXX X X
n n

− −= − + 	  (12)

На рис. 2 приведены графики ряда функций, которые фигурируют в настоящей работе. Толстая сплошная 
линия описывает в безразмерном виде зависимость решения (11) от переменной / 4 .X n Kt=

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,5	 1,0	 1,5	 2,0	 2,5
X

Рис. 2. Графики функций erfc X (тонкая сплошная линия), i erfc X (крупный пунктир), 
i2 erfc X (мелкий пунктир), i3 erfc X (штриховая линия), 10X i2 erfc X (толстая сплошная 

линия)

Fig. 2. Graphs of functions erfc X (thin solid line), i erfc X (large dotted line), i2 erfc X (small 
dotted line), i3 erfc X (dashed line), 10X i2 erfc X (thick solid line)

Существенно, что вклады в плавучесть от источников тепла и примеси, согласно (11), влияют на дина-
мику с одинаковым весом. Иначе обстоит дело, когда значения коэффициентов обмена сильно различают-
ся. Решение для скорости в этом, более общем, случае можно выразить, используя решение [7] (с. 440, 441) 
для однокомпонентной среды и принцип суперпозиции (поскольку уравнение линейное, можно суммиро-
вать рассчитанные по отдельности эффекты двух субстанций). В наших обозначениях это решение можно 
представить в виде:

	

( )
( ) ( ) ( )
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         −Λ −     ν κ     

	  (13)

где безразмерный параметр

	
( )
( )

1/2

.
Q

c
α ν − χ  κ

Λ =  βΘ ν − κ χ 
	  (14)
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4. Анализ решения

В качестве примера, остановимся на случае, когда соленая вода охлаждается и одновременно распрес-
няется от нижней границы, чему соответствуют положительные значения параметров Q и Θ. Фактор охлаж-
дения добавляет в среду отрицательную плавучесть, распреснение — положительную. Предположим, что 
второй фактор существенно преобладает по абсолютной величине: положительной плавучести вносится 
значительно больше, чем отрицательной, чему соответствует неравенство /Q cβΘ >> α . На первый взгляд, 
в итоге в среде должно возникать восходящее течение вдоль склона. Но, как показано в работе [4], мно-
гое зависит и от соотношения коэффициентов переноса для разных субстанций. Поскольку коэффициент 
обмена для соли относительно мал (χ << κ), распресненная область медленно проникает в среду по срав-
нению с расширением охлажденного слоя. Будучи более тонким, распресненный слой сильно подвержен 
вязкости. Поэтому связанные с ним восходящие движения сильно тормозятся вязкостью, в отличие от нис-
ходящих движений в относительно толстом охлажденном слое. Это обстоятельство действует в сторону, 
противоположную соотношению притоков плавучести.

Две квадратные скобки в (13) отвечают вкладам соответственно примеси и тепла в возникающее скло-
новое течение. Но, в отличие от (11), «вес» этих вкладов в данном случае может сильно различаться — он 
определяется значением безразмерного параметра Λ, которое может сильно отличаться от единицы.

Примем следующие значения коэффициентов обмена, характерные для соленой морской воды [3]:  
ν = 10–6 м2/с, κ = 1,4 × 10–7 м2/с, χ = 1,5 × 10–9 м2/с. Тогда 11 / 11Q cΛ ≈ α βΘ = l , где /Q cl ≡ α βΘ  — отно-
шение абсолютных значений двух компонент притоков плавучести. Таким образом, приток плавучести, 
связанный с теплообменом, благодаря большей скорости теплообмена, при прочих равных условиях, зна-
чительно эффективнее влияет на возникающее течение.

На рис. 3 представлены примеры безразмерных профилей скорости для двух относительно малых зна-
чений параметра λ, т. е., для ситуаций, когда интенсивное распреснение приводит к положительному в це-
лом притоку плавучести в среду. Но, вследствие медленности диффузии соли, восходящие движения воз-
никают только вблизи нижней границы (при достаточно малых значениях координаты n). Вдали от этой 
границы преобладает влияние слабого, но более быстро распространяющегося охлаждения, так что в це-
лом преобладает нисходящее течение. При увеличении значения λ (т. е., при увеличении доли вклада ох-
лаждения в отклонение плавучести) нисходящее движение усиливается, несмотря на сохраняющееся при 

/Q cβΘ >> α  существенное преобладание положительного притока плавучести.

Рис. 3. Примеры профилей скорости склонового течения, нормированных на коэф-
фициент при фигурных скобках в (13) при λ = 1/4 (сплошная кривая) и λ = 1/3 (штри-

ховая линия). По оси абсцисс отложена переменная ( )1/2/ 2X n t≡ κ

Fig. 3. Examples of slope flow velocity profiles normalized by the coefficient at the curly brack-
ets in (13) for λ = 1/4 (solid curve) and λ = 1/3 (dashed line). The variable ( )1/2/ 2X n t≡ κ  is 

plotted on the abscissa axis

С течением времени увеличиваются как толщина слоя, охваченного течением (пропорционально t1/2), 
так и амплитуда возмущений. Следовательно, число Рейнольдса возрастает, и неизбежно возникновение 
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турбулентности. Турбулентный обмен гораздо эффективнее молекулярного, причем, если пользоваться 
эффективными коэффициентами турбулентного обмена, то их значения обычно можно считать прибли-
зительно равными для всех субстанций. Тем самым, при переходе к турбулентному режиму радикально 
меняется значение безразмерного параметра Λ. Коэффициент при λ, который при молекулярном обмене 
был приближенно равен 11, при турбулентном обмене становится порядка единицы. Все субстанции при 
этом диффундируют примерно с одинаковой скоростью, и исчезает упоминавшийся фактор, обеспечи-
вавший большое влияние слабого, но быстро распространяющегося охлаждения. Решение при одинако-
вых значениях коэффициентов обмена было рассмотрено выше и описывается выражением (11). В это 
решение, в отличие от (13), притоки плавучести от двух субстанций, пропорциональные соответственно 
αQ/c и βΘ, входят с одинаковым весом. Поэтому если βΘ преобладает (малое значение λ), то решение 
(11) положительно: всюду преобладают восходящие течения, связанные с интенсивным положительным 
притоком плавучести за счет распреснения. Этому соответствует толстая сплошная линия на рис. 2. Ины-
ми словами, при турбулизации течения, направление конвекции может меняться на противоположное. 
В особом случае близких значений αQ/c и βΘ (равенстве положительного и отрицательного притоков 
плавучести) выражение (11) может обращаться в ноль: притоки плавучести компенсируют друг друга; 
после турбулизации упорядоченное течение останавливается (или, по меньшей мере, резко ослабевает), 
и турбулентность затухает.

5. Заключение

В литературе уже отмечалось нетривиальное свойство естественной конвекции в двухкомпонентных 
средах: поступление в среду положительной плавучести может приводить к возникновению нисходящих 
движений, и наоборот — восходящие движения могут возникать несмотря на приток отрицательной пла-
вучести. Это существенно зависит от соотношения коэффициентов обмена разных субстанций. Такими 
свойствами обладает и рассмотренное выше склоновое течение. Из представленного выше анализа следует 
еще одно свойство: направление конвективного течения может радикально меняться при турбулизации 
этого течения, поскольку меняется соотношение эффективных коэффициентов обмена.

Найденные и проанализированные выше решения формально справедливы и при сколь угодно малых 
углах наклона нижней границы к горизонту. Но при рассмотрении малых углов к горизонту возникают 
дополнительные вопросы об устойчивости найденных решений. Например, если в рассматриваемую среду 
снизу поступает положительная плавучесть, то выглядит реальной возможность возникновения неустой-
чивостей типа Рэлея-Бенара. Правда, если поступление положительной плавучести обусловлено медленно 
диффундирующей компонентой (распреснение снизу), то толщина слоя пониженной плотности у грани-
цы возрастает медленно, и в течение какого-то времени число Рэлея не достигает критического значения. 
В целом, анализ устойчивости возникающих сдвиговых течений с возникающей вертикальной стратифи-
кацией двухкомпонентной среды является весьма серьезной задачей, которая выходит за рамки настоящей 
работы. Напомним, что вопрос об устойчивости даже значительно более простых течений (например, тече-
ния Пуазейля) нередко решается десятилетиями. Но основной эффект, на который обращается внимание 
в настоящей работе, в этой связи не вызывает сомнений — он определенно существует, по меньшей мере, 
для вертикальных течений.
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