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Аннотация
Настоящая работа посвящена построению аналитических соотношений для оценки характеристик воздействия 

вертикального бора и уединённой волны на полупогруженное фиксированное тело. Такие оценки необходимы при 
проектировании и эксплуатации объектов, размещённых и зафиксированных в прибрежных зонах в виде частично 
погруженных в воду сооружений. Эти соотношения строятся при помощи аппроксимации результатов выполненных 
массовых расчётов с перебором таких параметров задачи, как заглубление и длина тела, амплитуда набегающей волны.

Рассматриваются максимальные заплески на лицевую и тыльную грани тела, горизонтальная и вертикальная со-
ставляющие суммарной волновой силы. Задачи о воздействии бора и уединённой волны численно решаются с исполь-
зованием одномерных моделей мелкой воды первого и второго длинноволнового приближения соответственно. При-
водятся оценки средней и максимальной относительных погрешностей формул, а также сопоставления получаемых 
с их помощью результатов с решениями из других исследований.

Анализ этих сопоставлений позволяет сделать вывод о возможности применения построенных формул в рассма-
триваемом диапазоне параметров задачи.

Ключевые слова: уединенная волна, вертикальный бор, полупогруженное тело, мелкая вода, нелинейная дисперсия, 
численный алгоритм, аппроксимация данных
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Abstract
This study derives analytical formulas for estimating the loads exerted by a bore and a solitary wave on a fixed, partially im-

mersed body. These estimates are required in the design and operation of coastal structures. The formulas are obtained by fitting 
results from extensive numerical simulations spanning variations in body submergence, body length, and incident-wave ampli-
tude. We consider runup heights on the front and back sides of the body, as well as the horizontal and vertical components of the 

1 Перевод статьи на английский язык представлен в электронном формате этого выпуска на сайте журнала
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resultant wave force. The bore and solitary-wave problems are solved using one-dimensional shallow water models based on the 
first and second long-wave approximations, respectively. We report the average and maximum relative errors of the formulas and 
compare their predictions with results from previous studies. These comparisons demonstrate that the proposed formulas are ap-
plicable across the parameter ranges considered.

Keywords: solitary wave, vertical bore, partially immersed structure, shallow water, nonlinear dispersion, numerical algorithm, 
data fitting 

1. Введение

При проектировании и эксплуатации объектов, размещённых и зафиксированных в прибрежных 
зонах в виде частично погруженных в воду сооружений (например, хранилищ сжиженного природного 
газа, плавучих атомных электростанций и т. д.), необходимо оценивать возможное воздействие поверх-
ностных волн на сооружение, в том числе длинных волн типа цунами. Такие задачи решаются аналити-
ческими методами [1, 2] и экспериментально [3–5], но в последнее время всё больше работ посвящено 
численному моделированию [6, 7]. Многие из этих работ рассматривают единичные случаи воздействия 
волны на полупогруженное тело [8–10] для демонстрации работоспособности предлагаемого численно-
го алгоритма, в некоторых исследованиях [11–13] фиксируется некоторый базовый набор параметров 
и приводятся графики зависимостей искомых характеристик от одного из них. Для практических нужд 
проектировщиков и инженеров эти результаты использовать крайне сложно, а работ, в которых были бы 
приведены формулы для оценок характеристик воздействия волн на частично погруженное тело даже 
в простейших постановках чрезвычайно мало. Авторы статьи [14] на основе лабораторных эксперимен-
тов и численных расчётов в рамках уравнений Навье-Стокса приводят формулы для вычисления макси-
мального заплеска уединённой волны на лицевую грань тела и горизонтальной составляющей суммарной 
волновой силы, но только для одной, очень малой, длины тела. В работе [15] аналитическими метода-
ми получена формула для оценки горизонтальной составляющей силы воздействия вертикального бора 
на частично погруженное тело.

На 17-й Всероссийской конференции «Прикладные технологии гидроакустики и гидрофизики» был 
сделан доклад [16], в котором представлены результаты численного моделирования взаимодействия длин-
ных поверхностных волн с большими неподвижными полупогруженными в воду прибрежными сооруже-
ниями. В настоящей работе более подробно обсуждается вопрос о построении аналитических соотноше-
ний для оценки характеристик воздействия вертикального бора и уединённой волны на полупогруженное 
фиксированное тело. Рассматривается самая упрощённая постановка задачи, когда процесс взаимодей-
ствия не зависит от одной из горизонтальных координат, дно акватории и днище тело считаются горизон-
тальными, а боковые грани — вертикальными.

Идея заключается в том, чтобы провести массовые расчёты взаимодействия бора и уединённой волны 
на тело, варьируя в некоторых пределах параметры задачи (начальную амплитуду волны a0, заглубление d 
и длину L тела), после чего аппроксимировать полученные результаты заплесков на лицевую и тыльную 
грани тела, а также горизонтальной и вертикальной составляющей силового воздействия волны на тело 
формулами, которые можно было бы легко использовать для инженерных и других работ. При этом воздей-
ствие бора моделируется в рамках классической модели мелкой воды (SV-модель) [17], потому что именно 
эта модель допускает распространение бора без изменения формы (ступеньки), а воздействие уединён-
ной волны — в рамках нелинейно-дисперсионной (SGN-) модели по той же причине: уединённая волна 
распространяется без изменения формы. Более того, расчётов будет несколько тысяч, поэтому экономия 
ресурсов моделями мелкой воды становится как никогда актуальной.

Для построения формул, аппроксимирующих результаты расчётов, предлагается следующий алгоритм:
1) определить диапазоны параметров задачи, в которых используемые модели работают адекватно, со-

здать соответствующие дискретные наборы, представляющие эти диапазоны;
2) выполнить массовые расчёты, собрать необходимые характеристики в соответствующие файлы;
3) исследовать зависимости нужной характеристики от каждого параметра задачи в отдельности (на-

пример, зависимость заплеска на лицевую грань от амплитуды при фиксированных остальных параме-
трах), и подобрать функции, которые хорошо описывают такие зависимости;

4) используя зависимости от каждого параметра и априорную информацию о характеристике, постро-
ить общую формулу, возможно, с большим количеством коэффициентов;

5) определить «оптимальный» набор коэффициентов, минимизируя в некотором смысле погрешность 
формулы относительно данных расчётов;
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6) по возможности сократить формулу, избавляясь от наименее значащих слагаемых, каждый раз зано-
во проводя оптимизацию из предыдущего пункта.

Настоящая статья устроена следующим образом. В разделе 2 кратко представлены модели мелкой воды 
второго (SGN) и первого (SV) длинноволнового приближения [18], используемые при расчётах воздей-
ствия бора и уединённой волны на полупогруженное тело, а также метод для аппроксимации данных расчё-
тов формулой. Раздел 3 посвящён выводу аналитических соотношений (формул) для оценки характеристик 
воздействия бора на полупогруженное тело, а раздел 4 — воздействия уединённой волны, при этом рассма-
триваются максимальные за всё время расчёта заплески на лицевую и тыльную грани тела, горизонтальная 
и вертикальная составляющие суммарной волновой силы. В заключительном пункте 4.5 приводится при-
мер использования полученных формул для сравнения с результатами расчётов [10].

2. Модели и методы

2.1. Постановка задачи для моделей мелкой воды

Рассматривается течение жидкости со свободной поверхностью в бассейне с непроницаемыми пло-
скими вертикальными стенками и расположенным в нем полупогруженным неподвижным телом прямоу-
гольной формы с горизонтальным днищем. Предполагается, что поверхностные волны распространяются 
по нормали к боковым граням тела, а параметры течения не зависят от одной из горизонтальных коорди-
нат. Декартова система координат Oxy с вертикальной осью Oy выбирается так, чтобы уравнение свободной 
поверхности покоящейся жидкости имело вид y = 0, а горизонтальное дно бассейна определялось урав-
нением y = –h0 (рис. 1). При этом левая и правая границы бассейна будут иметь координаты x = 0 и x = l, 
соответственно, лицевая и тыльная грани тела x = xl и x = xr (0 < xl < xr < l), днище тела — y = –d (0 < d < h0).

Исследование взаимодействия поверхностных волн с полупогруженными телами выполнялось в рамках 
моделей мелкой воды первого (SV) и второго (SGN) длинноволнового приближения для течений несжима-
емой невязкой жидкости с плотностью r (далее r = 1). При использовании этих моделей область течения 
D = (0, l) разбивается на внешнюю подобласть De = (0, xl) ∪ (xr, l), в которой имеет место течение жидкости 
со свободной границей, и внутреннюю — Di = (xl, xr) с течением несжимаемой жидкости в пространстве 
между днищем полупогруженного тела и дном акватории. Для склеивания решений в этих подобластях 
использовались условия сопряжения на их общих границах.

Рис. 1. Схема области течения и обозначения в задаче 
о взаимодействии бора (штриховая линия) и уединенной 
волны (штрихпунктирная линия) с полупогруженным 

неподвижным сооружением прямоугольной формы

Fig. 1. Schematic diagram of the computational domain in 
the problem of interaction of the bore (dashed line) and the 
solitary wave (dash-dotted line) with a partially immersed and 

fixed structure of rectangular shape

2.2. Уравнения во внешней области De

Уравнения нелинейно-дисперсионной SGN-модели в области De для случая горизонтального дна бас-
сейна записываются в следующем виде [18]:

	 ( ) ( ) ( )20, 0, ,e
t x t x

H Hu Hu Hu p x D+ = + + = ∈ 	  (1)

где t — время, u(x, t) — осредненная по глубине горизонтальная скорость потока, H(x, t) = h(x, t) + h0 — пол-

ная глубина, h(x, t) — отклонение свободной поверхности от невозмущенного уровня, 
2

2
Hp g= − j  — про-

интегрированная по толщине слоя жидкости главная часть давления, удерживаемая в длинноволновом 
приближении, g — ускорение свободного падения, j — дисперсионная составляющая величины p, 

( )
3

2 .
3 xt xx x

H u uu uj = + −
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Искомыми величинами в уравнениях (1) являются полная глубина H, скорость u и дисперсионная со-
ставляющая давления j. Последняя находится на каждом шаге по времени как решение линейного относи-
тельно j обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка

	 ( ) 0    ,x xk k Fj − j = 	  (2)

где k = 1/H, k0 = 3/H3, 22 .xx xF g u= h +
Для системы уравнений (1), (2) задаются краевые условия на границе бассейна Г0 = {0; l} [18] и на об-

щей границе Г = {xl; xr} подобластей De и : 0,i
x x

D
∈Γ

h =  а также условия сопряжения в точках x ∈ Г (см. 
пункт 2.4) и начальные условия в D. Уравнения SV-модели в области De выводятся из (1) исключением сла-
гаемых, содержащих дисперсионною добавку j. Отметим, что правая граница области x = l располагалась 
на достаточном расстоянии от тела так, чтобы отражённые от неё волны не успели повлиять на характери-
стики воздействия набегающей волны на тело.

2.3. Уравнения во внутренней области Di

Во внутренней области решается система уравнений для нестационарных внутриканаловых течений 
идеальной несжимаемой жидкости [19]. Для рассматриваемой здесь одномерной задачи с неподвижными 
дном и горизонтальными днищем тела и дном акватории эта система принимает вид

	 00, 0, ,i i i i
x t xu u p S x D= + = ∈ 	  (3)

где S0 — постоянная толщина слоя жидкости под телом S0 = h0 — d, ui(x, t) — осредненная по S0 горизонталь-
ная компонента скорости течения, pi(x, t) — проинтегрированное по S0 давление.

Первое уравнение в (3) выражает независимость скорости от координаты x, что естественно для тече-
ния несжимаемой жидкости в канале постоянного сечения. Таким образом, скорость под телом зависит 
только от времени t, и в этой области необходимо определять давление pi(x, t) и расход ui(t). Давление мож-
но исключить из вычислений, если уравнение движения в (3) проинтегрировать по области Di, что приво-
дит к уравнению

	 ( ) 0 0

0
.r lx xi

p p
u t

S L
− +

−
= − 	  (4)

В этом уравнении и ниже обозначения 0 0,
l rx x− +

⋅ ⋅  используются для предельных со стороны внешней 
области De значений зависимых переменных в точках xl и xr, соответственно, а 0 0,

l rx x+ −
⋅ ⋅  — для предель-

ных со стороны внутренней области Di. Уравнение (4) указывает на то, что изменение скорости жидкости 
под телом связано с разностью значений давления на границе Г внутренней области Di. Эти граничные 
значения давления pi определяются с помощью условий сопряжения, связывающих течения жидкости 
во внешней и внутренней подобластях.

2.4. Условия сопряжения

Условие на массовый расход [19] в рассматриваемой здесь одномерной задаче имеет вид

	 ( ) ( )00 0l r

i
x x

Hu S u Hu
− +

= = 	  (5)

и выражает равенство расхода S0ui(t) потоку жидкости, втекающему под тело, и потоку, вытекающему 
из-под тела. В условиях сопряжения на Г, кроме (5), задаются также связи давления [19] вне тела и под 
ним, что в одномерном случае с горизонтальными дном бассейна и днищем тела для SGN-модели мож-
но записать как

	 ( )0 2 20
03

0 0
3

2 2
l

l

i
x

x

p S
g H H S

S H
+

−

 j 
= − − −    

	  (6)

и аналогично для xr. При использовании SV-модели будут справедливы соотношения (6) после исключения 
слагаемых, содержащих дисперсионную добавку j.

Отметим, что в используемом подходе учитываются и волны, отражённые от лицевой грани тела, и вол-
ны, прошедшие под телом и воздействующие на его тыльную грань.
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2.5. Вычисление компонент суммарной волновой силы

Значения горизонтальной составляющей Fh(t) гидродинамической силы воздействия волн на тело пря-
моугольной формы в бассейне с ровным дном определяются в SGN-модели по формуле [20]
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а для SV-модели она упрощается:
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Здесь и далее используются безразмерные величины 0 ,H H h=  0 ,hh = h  0 0 0 ,S S h=  0 ,d d h= 0 ,L L h=  

( )2
0 ,ghj = j  0 0 .a a h=  Вертикальная составляющая силы для SGN-модели в рассматриваемом случае вы-

числяется по формуле [20]
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	  (9)

а для SV-модели по формуле:
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2.6. Численный метод

Для численного решения задачи в рамках моделей мелкой воды используется схема предиктор-коррек-
тор, представленная ранее в монографии [21] и модифицированная [17, 20, 22] с учетом необходимости чис-
ленной реализации условий сопряжения на общей границе внешней и внутренней подобластей. Валидация 
этих моделей выполнена с использованием «эталонной» Pot-модели потенциальных течений идеальной жид-
кости со свободной границей [13], а также данных мелкомасштабных лабораторных экспериментов [4].

2.7. Аппроксимация данных

В настоящем пункте комментируются методы и процедуры, используемые для аппроксимации расчет-
ных данных формулой с заданной структурой. так что задача сводится к определению ее коэффициентов, 
минимизирующих погрешность аппроксимации.

Надо заметить, что минимизация суммы квадратов абсолютных значений погрешностей может при-
вести к неудаче в случаях, когда минимизируется погрешность характеристики взаимодействия, которая 
в зависимости от параметров задачи может различаться на несколько порядков. Поэтому далее будет мини-
мизироваться сумма квадратов относительных погрешностей.

Для поиска оптимальных наборов коэффициентов, минимизирующих максимальную относительную 
погрешность, авторы используют сторонние процедуры least_squares и basinhopping из библиотеки SciPy 
Optimize, написанные на языке Python [23].

Процедура least_squares предназначена для решения нелинейных (здесь относительно коэффициентов 
формулы) задач. Она ищет локальный минимум суммы квадратов относительной ошибки. Эта процеду-
ра считает довольно быстро, и несмотря на то, что не гарантирует глобальность максимума и не позво-
ляет минимизировать максимальную относительную ошибку, во многих случаях она позволяет получить 
удовлетворительный результат. Процедура basinhopping работает несколько медленнее, но позволяет найти 
глобальный минимум для заданной функции, в качестве которой в настоящей работе использовалось про-
изведение суммы квадратов относительной ошибки на максимальную относительную ошибку.

3. Воздействие бора на полупогруженное тело

В работе [24] было замечено, что характеристики воздействия бора не зависят от длины тела L кроме 
вертикальной силы, которая зависит от L прямо пропорционально. Аналогичные выводы сделали авторы 
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работы [15]. В той же работе [24] на решении задачи о воздействии бора на вертикальную стенку сравнени-
ем с аналитическим решением был проверен численный алгоритм, используемый и в настоящем исследо-
вании, а также приведены графики зависимостей горизонтальной и вертикальной составляющих волновой 
силы от заглубления при начальной амплитуде бора 0,2.a =  Здесь эти результаты будут обобщены, и пред-
ложены формулы, аппроксимирующие расчетные данные.

Серийные вычислительные эксперименты проводились для следующих наборов параметров (значение 
5L =  использовалось во всех расчётах):

	 0,01; 0,02; ...; 0,1; 0,15; ...; 0,5 0,05; 0,1; ...; ., 1a d=       = 	  (11)

Отметим, что для достаточно точного воспроизведения разрывных решений расчёты воздействия бора 
проводились с очень маленьким шагом Dx/h0 = 0,005.

3.1. Формулы для оценки максимального заплеска бора

Здесь рассматривается максимальный заплеск только на лицевую грань, поскольку на тыльной грани 
уровень свободной поверхности при воздействии бора монотонно поднимается до начальной амплитуды 
бора. Было замечено, что для такого типа волны максимальный заплеск не зависит ни от заглубления тела 
d, ни от его длины L а зависимость от a0 хорошо описывается квадратичной функцией

	 2
0 0,423 2 .lR h a a= + 	  (12)

Максимальная относительная погрешность формулы (12) составляет 0,7 %, средняя — 0,4 %.
Поскольку эта формула не зависит от значения d, её можно применять и для оценки максимального 

заплеска бора на вертикальную стенку (случай 1),d =  когда известно аналитическое решение [25], которое 
вычисляется для заданной начальной амплитуды бора a  решением нелинейного уравнения

	 ( ) ( ) ( ) ( )( )3 2 2 2
02 1 2 2 1 0.f z z a z a a z a a a= + + − + − + + = 	  (13)

Это уравнение при каждом 0a >  имеет единственный положительный корень z, и максимальный за-
плеск вычисляется как 0 .lR h z a= +  Полученные таким образом решения практически неотличимы от ре-
зультатов, определенных по формуле (12), во всем рассмотренном диапазоне начальных амплитуд бора, что 
подтверждает возможность использования формулы (12).

3.2. Формулы для оценки горизонтальной составляющей силы воздействия бора

При построении формулы для горизонтальной составляющей силы воздействия бора учитывалось, что: 
сила не зависит от L; зависимость от d хорошо описывается линейной функцией; зависимость от a0 хорошо 
описывается кубической функцией; при a0 = 0 сила равна нулю.

Итоговая формула

	 ( )2 2 3
2
0

1,987 0,503 0,859 ,hF
a ad a d a

gh
= + + +

r
	 (14)

полученная в результате вычисления оптимальных коэффициентов, хорошо приближает результаты про-
веденных авторами расчётов, так что максимальная относительная погрешность составляет менее 0,7 %, 
средняя — 0,2 %.

Авторами было выполнено сопоставление приведенной выше формулы (14) с инженерной формулой 
для вычисления горизонтальной составляющей волновой силы, оказываемой бором на полупогруженное 
тело, предложенной ранее в работе [15]:
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hF H d
h H hgh

   −  = − ⋅ −   r     
	  (15)

где H3 — максимальная полная глубина у сплошной вертикальной стенки, то есть в обозначениях насто-
ящей статьи H3/h0 = 1 + Rl/h0. При использовании формулы (15) вначале вычисляется сила воздействия 
на стенку, а затем определяется сила воздействия на тело в виде линейной зависимости от заглубления, 
выражающей долю от силы воздействия на стенку. Величина H3 определяется аналитически, например. 
из уравнения (13): при 0,01a =  имеем H3/h0 = 1,02; при 0,05a =  – H3/h0 = 1,10122; при 0,2a =  – H3/h0 = 
1,41833; при 0,5a =  – H3/h0 = 2,10405.
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На рис. 2 приведены графики горизонтальной составляющей силы, построенные по формулам (14) и 
(15) для начальной амплитуды бора 0,01; 0,05; 0,2a =  и 0,5. Графики показывают, что при 1,d =  то есть 
для случая воздействия на вертикальную стенку, кривые довольно близки, но при больших амплитудах 
с уменьшением величины d  различия между ними растут и достигают 73 %, при этом как правило формула 
(15) завышает значения силы.
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Рис. 2. Построенные по формулам (14) (линия 1) и (15) (линия 2) зависимости от заглубления d максимальной горизон-
тальной составляющей суммарной волновой силы, оказываемой на полупогруженное тело бором с начальной амплитудой 

0,01a =  (а), 0,05a =  (б), 0,2a =  (в) и 0,5a =  (г). Маркеры (3) соответствуют результатам расчетов настоящей работы

Fig. 2. Dependences on the submergence d of the maximum horizontal component of the total wave force exerted on the partially 
immersed body by the bore with initial amplitude 0.01a =  (a), 0.05a =  (b), 0.2a =  (c) and 0.5a =  (d). The graphs (1) and (2) 
are plotted using formulas (14) and (15) respectively, and the markers (3) correspond to the results of the numerical simulations

3.3. Формулы для оценки вертикальной составляющей силы воздействия бора

Вертикальная составляющая силы воздействия бора прямо пропорциональна длине тела L, но не зави-
сит от d, и формула для её вычисления получается весьма лаконичной:

	 ( )2
2
0

0,286 .vF
L a a

gh
= +

r
	  (16)

Максимальная относительная ошибка формулы составляет менее 0,6 %, средняя — 0,2 %.

4. Воздействие уединённой волны на полупогруженное тело

Расчёты взаимодействия уединённой волны с полупогруженным телом проводились с использованием 
SGN-модели, валидация которой выполнена сравнением полученных численных решений с результатами, 
рассчитанными в рамках модели потенциальных течений (Pot-модели) [13], и с данными мелкомасштаб-
ных лабораторных экспериментов. Так, например, в [22] показано, что максимальный заплеск на лицевую 
и тыльную грани тела, а также амплитуды отражённой и прошедшей под телом волны хорошо согласуются 
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в расчётах по SGN и Pot-моделям в широком диапазоне параметров задачи, за исключением задач с телами 
малой длины ( )3 ,L <  где отличия могут достигать более 15 %. Аналогичные выводы сделаны по резуль-
татам расчётов горизонтальной составляющей волновой силы (рис. 3). Графики, представленные на этом 
рисунке, позволяют сопоставить результаты, полученные с использованием Pot-модели [13] с результатами 
настоящего исследования по SGN-модели. Они показали, что при варьировании заглубления тела d согла-
сие между моделями остаётся очень хорошим во всём диапазоне; при увеличении амплитуды a0 уединён-
ной волны различия растут, но не превышают 10 %; при уменьшении длины тела L различия растут и при 

3L <  достигают более 15 %, причём SGN-модель занижает значения силы, поэтому авторы настоятельно 
рекомендуют использовать представляемые здесь результаты для уединённой волны только при решении 
задач с 3.L ≥
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в)	 c) Рис. 3. Зависимости горизонтальной составляю-
щей суммарной волновой силы от заглубления 
тела d (а), начальной амплитуды уединённой вол-
ны a0 (б) и длины тела L (в) в расчётах с исполь-
зованием Pot-модели [13] (1) и SGN-модели (2). 
На графиках (а): 0,1,a =  5;L =  (б): 0,5,d =  5;L =  

(в): 0,5,d =  0,1a =

Fig. 3. Dependences of the horizontal component of the 
total wave force on the body submergence d (а), the ini-
tial amplitude of the solitary wave a0 (b) and the body 
length L (c) in calculations by the Pot model (1) and the 
SGN model (2): (a) 0.1,a =  5;L =  (b) 0.5,d =  

5;L =  (с) 0.5,d =  0.1a =

Для обсуждаемой задачи было проведено 3240 расчётов силового воздействия с использованием 
SGN-модели и параметров, изменяющихся в следующих диапазонах:

	 0,01; 0,02; ...; 0,1; 0,15; ...; 0,5 , 0,05; 0,1; ...; 1 , 3; 4; ...; 10 .; 25d La       = = =    	  (17)

При формировании конечного набора расчётных данных часть вариантов с большой начальной ам-
плитудой уединённой волны и малым заглублением тела, в которых происходило осушение днища, были 
исключены, так что оставшихся «приемлемых» результатов оказалось 3055.

4.1. Формулы для оценки заплеска уединенной волны на лицевую грань тела

Для построения формулы, аппроксимирующей величину максимального заплеска на лицевую грань 
полупогруженного закрепленного тела, использовались следующие предположения: каждая из зависимо-
стей от заглубления d и длины L хорошо аппроксимируются дробно-линейными функциями, а от началь-
ной амплитуды падающей волны a0 — дробно-рациональной, в которой степень числителя была равна 3, 
а знаменателя — 1; при a0 = 0 заплеск равен нулю; при 1d =  заплеск не зависит от L.
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Тогда структура «полной» формулы может быть представлена в виде

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 2 3 4 5 6 7 8

0 9 10 11

2

2

2

1 3 1

2

1 4

1 ·
.

· 1 ·
l

L k d k k d k k d k da a a a k kR
h L k d k k d k d k k

a a
a

a a a

+ + + + + + − + +
=

+ + + + − +
	 (18)

Процедура поиска «оптимальных» значений коэффициентов ki приводит к набору, представленному в 
табл. 1.

Таблица 1

Table 1

Значения «оптимальных» коэффициентов формулы (18)

The «optimal» values of the coefficients for formula (18)

k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14

–0,078 0,26 –0,037 0,75 0,0031 0,0044 0,048 0,16 –0,032 0,39 0,0022 0,0016 0,42 0,17

Формула (18) с коэффициентами из табл. 1 хорошо приближает результаты массовых расчётов так. что 
максимальная относительная погрешность составляет 2,5 %, средняя — 0,3 % (см. линии 2 на рис. 4). Раз-
личие в коэффициентах этой формулы на несколько порядков привело к попытке её упрощения зануле-
нием относительно малых значений, после чего процедура оптимизации была повторена. Таким образом 
была получена следующая формула:

	
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

0

0,211 0,629 1 0,19 0,0822
.

0,32 1 0,389 0,0822
l

La a d a aR
a

h La d a

+ + −

+

⋅ − +

+ ⋅
=

−
	 (19)

Максимальная относительная погрешность формулы (19) — 3,7 %, средняя — 0,9 % (см. линии 3 
на рис. 4).

В случае вертикальной стенки ( )1d =  из формулы (19) следует:

	 2

0
0,6 , .6 1 966lR

a
h

a= + 	 (20)

Задача о воздействии уединённой волны на вертикальную стенку хорошо изучена аналитически, экспери-
ментально и численно. Так, авторы статьи [26] аналитическими методами вывели формулу

	 2

0
0,5 2 ,lR

a a
h

= + 	 (21)

которая позже была уточнена в статье [27]:

	 2 3

0
2 0,5 0,75 .lR

a a a
h

= + + 	 (22)

В работе [14] на основе лабораторных экспериментов и численных расчётов предложена формула для 
оценки заплеска уединённой волны на полупогруженное тело очень малой длины, 0,16,L ≈  которая в слу-
чае 1d =  принимает вид:

	 1,17

0
2,55 .lR

a
h

= 	 (23)

Графики зависимостей максимального заплеска на вертикальную стенку, построенные по формулам 
(20)–(23), а также экспериментальным данным [28–31] и расчётам в рамках модели Эйлера [32, 33] и мо-
дели потенциальных течений [13], представлены на рис. 5. Анализ этих графиков приводит к выводу о том, 
что представленные на них результаты неплохо согласуются вплоть до амплитуды 0,5,a =  что подтвержда-
ет пригодность формулы (20) в этом диапазоне, и косвенно формулы (19) для оценки заплеска уединённой 
волны на лицевую грань полупогруженного закрепленного тела.
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Рис. 4. Зависимости максимального заплеска на лицевую грань тела от заглубления тела d, начальной амплитуды уеди-
нённой волны a0 и длины тела L: 1 — результаты расчётов, 2 — формула (18), 3 — (19)

Fig. 4. Dependences of the maximum runup on the front side of the body on the body submergence d, the initial amplitude of the 
solitary wave a0 and the body length L: 1 — the numerical solutions; 2 — formula (18); 3 — (19)

Рис. 5. Зависимость максимального заплеска R на вер-
тикальную стенку от амплитуды уединённой волны a0: 
1 — по формуле (20), 2 — (21), 3 — (22), 4 — (23); по дан-
ным лабораторных экспериментов: 5 — [29], 6 — [28], 
7 — [31], 8 — [30]; результаты расчетов: 9 — [34], 10 — 

[32], 11 — [33], 12 — [13]

Fig. 5. Dependences of the maximum runup R on the vertical 
wall on the amplitude of the solitary wave a0 obtained by 
formulas (20) — 1, (21) — 2, (22) — 3 and (23) — 4; according 
to laboratory experiments by 5 — [29], 6 — [28], 7 — [31], 
8 — [30]; calculation results by 9 — [34], 10 — [32], 11 — 

[33], 12 — [13]
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4.2. Формулы для оценки заплеска уединенной волны на тыльную грань тела

При построении формулы для оценки заплеска уединенной волны на тыльную грань полупогруженно-
го закрепленного тела учитывалось, что: зависимость от длины тела L хорошо аппроксимируется дроб-
но-линейной функцией; зависимость от заглубления d хорошо аппроксимируется дробно-рациональной 
функцией со степенью 2 в числителе и 1 в знаменателе; зависимость от начальной амплитуды набегающей 
на тело уединенной волны a0 хорошо аппроксимируется дробно-рациональной функцией со степенью 3 
в числителе и 1 в знаменателе; при a0 = 0 заплеск на тыльную грань тела равен нулю; в случае вертикальной 
стенки (при 1d = ) заплеск на тыльную грань тела равен нулю. Тогда «полная» формула принимает вид:

	 ( ) 1 2

0 1
1 ,rR N N

d
h D

a
 +

= −  
 

	 (24)

где

	
1 1 2 3 4 5 6

2 7 8 9 10 11 12

1 13 14

2 2 2

15 16 9

2

17 18 1

,

,
1.

N k k k k k k

N k k d k k k

a dL a d a L a adL ad

aL L a d L

ad

k

D k k k k k kL ad aL dL a d Lk

 = + + + + +
 = + + + + +
 = + + + + + + +

	 (25)

Процедура поиска «оптимальных» коэффициентов приводит к набору значений, представленному 
в табл. 2. Максимальная относительная погрешность формулы (24) с коэффициентами из табл. 2 составля-
ет 4,2 %, средняя — 1,1 %.

Таблица 2

Table 2

Значения «оптимальных» коэффициентов формулы (24)

The «optimal» values of the coefficients for formula (24)

k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14 k15 k16 k17 k18 k19
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2·
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3

–
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–
0,

01

15
,5

6

0,
15

0,
01

3

1,
1

–
0,

18

–
12

,3
1

1,
75

–
0,

01
3

12
,5

2

–
0,

99

0,
02

7
«Упрощенная» формула имеет следующий вид:

	 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0

0,233 0,68 1,066 0,1051 .
1 0,094 0,133 0,00115

rR a d a aa d
h d a aL

− + +
= −

− ⋅ + + +
	 (26)

Максимальная относительная погрешность этой формулы составляет 5,1 %, средняя — 1,3 %.

4.3. Формулы для горизонтальной составляющей силы воздействия уединённой волны

При построении «полной» формулы для горизонтальной составляющей силы воздействия уединённой 
волны на полупогруженное закрепленное тело учитывалось, что: зависимости от заглубления тела d и его 
длины L хорошо аппроксимировались дробно-линейными функциями, а от начальной амплитуды падаю-
щей на тело волны a0 — дробно рациональной, в которой степень числителя была равна 3, а знаменателя — 
1; при a0 = 0 искомая силовая компонента должна быть равна нулю; при 1d =  эта компонента не должна 
зависеть от L.

Тогда «полную» формулу можно представить в таком виде:

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 8

2
9 10 11 12 13 140

1
.

1
h

L k a d k a ad k a k d k d k a k a kF
a

L k ad k a k d k d k a kgh

+ + + + + + − ⋅ + +
=

+ + + + − ⋅ +r
	 (27)

Полученные «оптимальные» значения коэффициентов приведены в табл.  .
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Таблица 3

Table 3

Значения «оптимальных» коэффициентов формулы (27)

The «optimal» values of the coefficients for formula (27)

k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14

–0,8 0,77 0,039 0,016 –2,9 · 10–4 0,41 –0,075 2,2 · 10–4 –3,7 · 10–3 0,48 1,7 · 10–3 6,7 · 10–3 0,847 0,32

Формула (27) при параметрах из табл.   показывает неплохое соответствие расчётным данным, так что 
максимальная относительная погрешность составляет 6,2 %, средняя — 1,2 %. Применяя изложенную 
выше процедуру упрощения к формуле (27), авторы пришли к соотношению

	
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2
0

0,785 1 0,0329 0,0132 1 0,741 0,109
.

0,477 0,00694 1 0,986 0,286
h

L d a ad a d d a aF
a

L a d agh

− + + + + − ⋅ −
=

+ + − ⋅ +r
	 (28)

Максимальная относительная погрешность формулы (28) 6,8 %, средняя — 1,3 %.
Для оценки максимальной силы, оказываемой уединённой волной на вертикальную стенку ( )1d =  из  

(28) следует:

	 2
0

1,0329 0,0132 .
0,477 0,00694

hF aa
agh

+
=

+r
	 (29)

В работе [14] для этого случая по результатам лабораторных экспериментов и расчётов в рамках модели 
Навье-Стокса построена формула:

	 ( )( )1,14
2
0

2,65 1 exp .hF
a

gh
= − −

r
	 (30)

Авторы настоящей статьи аппроксимировали результаты расчётов, выполненных в рамках модели потен-
циальных течений, формулой [13]:

	 2
2
0

0,11 2,19 .hF
a a

gh
= +

r
	 (31)

На рис.   приведены графики, соответствующие формулам (29)–(31) [35] и расчётам из [33]. Как пока-
зывает этот рисунок, кривые, полученные по разным формулам и численным расчетам, хорошо согласуют-
ся в рассмотренном диапазоне.

4.4. Формулы для вертикальной составляющей силы воздействия уединённой волны

При построении «полной» формулы для вертикальной составляющей силы воздействия на полупо-
груженное закрепленное тело учитывалось, что: зависимость от d очень слабая и хорошо описывается 
линейной функцией; зависимость от L также хорошо 
описывается линейной функцией; зависимость от на-
чальной амплитуды a0, воздействующей на тело волны, 
хорошо описывается кубической зависимостью; при  
a0 =0 или при L = 0 вертикальная составляющая силы 

Рис. 6. Зависимости максимальной волновой силы, действую-
щей на вертикальную стенку, от амплитуды уединённой волны 
a0, определенные по формулам (29) — кривая 1, (30) — кривая 
2, (31) — кривая 3, результаты лабораторных экспериментов 

[35] — маркеры 4; результаты расчётов [33] — маркеры 5

Fig. 6. Dependences of the maximum wave impact on the vertical 
wall on the amplitude of the solitary wave a0, determined by formulas 
(29) — 1, (30) — 2, (31) — 3; results of the laboratory experiments by 

[35] — 4; results of the calculations by [33] — 5
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равна нулю; при 1d =  вертикальная составляющая силы также равна нулю, но результаты таких расчетов 
исключались при построении формулы, поскольку при 1d →  стремления определяемой вертикальной со-
ставляющей к нулю не наблюдается.

С учетом этих положений была предложена следующая структура формулы для оценки вертикальной 
составляющей силы воздействия уединенной волны:

	 ( ) ( ) ( )( )3 2
1 2 3 4 5 62

0

.vF
L a k d k a k d k a k d k

gh
= ⋅ + + + + +

r
	 (32)

«Оптимальные» значения коэффициентов приведены в табл. 4.

Таблица 4

Table 4

Значения «оптимальных» коэффициентов формулы (32)

The «optimal» values of the coefficients for formula (32)

k1 k2 k3 k4 k5 k6

0,83 –0,06 –0,48 –0,5 0,013 1,01

Максимальная относительная погрешность формулы с коэффициентами из табл. 4 составляет 4,3 % 
средняя — 0,7 %. Последовательно повторяя процедуру обнуления наименее значимых коэффициентов 
и проводя всякий раз оптимизацию, оказалось возможным получить упрощенную формулу для оценки 
вертикальной составляющей силы:

	 ( )( )3 2
2
0

0,351 0,265 0,492 .vF
L a d a d a

gh
= − + +

r
	 (33)

Максимальная относительная погрешность формулы  4,1 %, средняя – 1 %.
Таким образом, предложенные авторами аналитические соотношения (19), (26), (28) и (33) для оценки 

максимальных заплесков на лицевую и тыльную грани тела, горизонтальной и вертикальной составляю-
щих силового воздействия уединённой волны на полупогруженное закрепленное тело рекомендуется ис-
пользовать с учётом максимальных относительных ошибок в 3,7 %, 5,1 %, 6,8 % и 4,1 %, соответственно.

4.5. Пример использования формул

Примером оценки качества предложенных в настоящей статье инженерных формул для определения 
характеристик силового воздействия уединенных волн на полупогруженное заякоренное тело является 
сопоставление полученных с их помощью результатов с результатами расчетов алгоритмами OpenFOAM 
и по негидростатической модели, основанными на уравнениях Эйлера, на задаче для уединённой волны 
с амплитудой a0 = 0,1 м, набегающей в бассейне глубиной h0 = 1 м на полупогруженное тело с заглублением 
d = 0,4 м и длиной L = 5 м [10].

Величина горизонтальной составляющей силы была определена алгоритмами OpenFOAM равной 
554H. Эта же величина, рассчитанная в рамках негидростатической модели оказалась равной 580H, форму-
ла (28) привела к значению 514H. Рассчитанные алгоритмами OpenFOAM и в рамках негидростатической 
модели величины вертикальной составляющей силы почти совпали по величине (Fv = 4501H), в то время 
как формула (33) приводит к значению Fv = 4614H. Таким образом, относительная ошибка горизонтальной 
составляющей составила 7 % в сравнении с расчётом по OpenFOAM и 11 % в сравнении с расчётом по не-
гидростатической модели. Что касается относительной ошибки для вертикальной составляющей, то она 
оказалась менее 3 %.

Следует отметить, однако, что оценки относительных ошибок в значительной степени определяются 
отличием SGN модели, использованной авторами настоящей статьи, от моделей из статьи [10]. Так, расчёт 
по SGN–модели приводит к значениям Fh = 510H и Fv = 4670H.

5. Заключение

Настоящая работа посвящена построению аналитических соотношений для оценки характеристик воз-
действия вертикального бора и уединённой волны на полупогруженное фиксированное тело. Эти соотно-



133

Формулы для оценки воздействия бора и уединённой волны на полупогруженное тело…
Formulas for estimating the effects exerted by a bore and a solitary wave on a partially immersed structure…

шения построены при помощи аппроксимации результатов выполненных массовых расчётов с перебором 
таких параметров задачи, как заглубление и длина тела, амплитуда набегающей волны. Эти расчёты воздей-
ствия бора и уединённой волны выполнены с использованием одномерных моделей мелкой воды первого 
и второго длинноволнового приближения соответственно, при этом используются ранее разработанные 
авторами статьи численные алгоритмы.

Для получения оценок воздействия вертикального бора выполнено 360 расчётов с варьированием 
заглубления тела от 0,05h0 до h0 и амплитуды бора от 0,01h0 до 0,5h0. Для оценок максимальных заплеска 
на лицевую грань тела, горизонтальной и вертикальной составляющих суммарной волновой силы по-
строены формулы (12), (14) и (16), соответственно. Максимальная погрешность этих формул составляет 
всего 0,7 %.

Для получения оценок воздействия уединённой волны выполнено 3055 расчётов с варьированием за-
глубления тела от 0,05h0 до h0, длины тела от 3h0 до 25h0 и амплитуды волны от 0,01h0 до 0,5h0. Для оценок 
максимальных заплеска на лицевую и тыльную грани тела, горизонтальной и вертикальной составляющих 
суммарной волновой силы предложены формулы (19), (26), (28) и (33), соответственно. Максимальная по-
грешность этих формул составляет 6,8 %. Замечено, что используемая нелинейно-дисперсионная модель 
может занижать значения заплесков на лицевую грань и горизонтальной составляющей силы на 10 % в рас-
смотренном диапазоне параметров задачи, поэтому для оценок сверху рекомендуется использовать значе-
ния, получаемые по формулам (19) и (28), умноженные на 1,1.

Выполнены сопоставления результатов, получаемых с помощью построенных формул, с решениями 
из других исследований. Анализ этих сопоставлений позволяет сделать вывод о возможности применения 
построенных формул в рассматриваемом диапазоне параметров задачи.

Стоит отметить, что представленные формулы получены для самой упрощённой постановки задачи, в ко-
торой не учитывается неоднородность процесса взаимодействия по второму горизонтальному направлению, 
неровности дна акватории и днища тела, реальная форма сооружения, угол подхода и возможные формы 
волны. Поэтому обсуждаемые в статье формулы могут использоваться для первых, грубых оценок характе-
ристик волнового воздействия. Учёт перечисленных факторов возможен при полноценном физическом или 
численном моделировании конкретной задачи. Тем не менее, выведенные даже для простейшего случая фор-
мулы могут быть использованы при модернизации действующих нормативных документов (например, [36]).

Дальнейшие перспективы развития исследования рассмотренного в статье круга задач авторы видят 
в расширении границ применимости формул за счёт проведения расчётов в рамках более точных моделей, 
в учёте воздействия волн, отражённых от берега, а также в рассмотрении других типов волн (например, 
одиночных), в которых можно варьировать их длину, или N-волн.
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