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Аннотация
Излагается теория неустойчивости гравитационно-капиллярных волн на поверхности жидкости с учетом линей-

ной и нелинейной дисперсий. Теоретическое исследование проводится на основе использования интегродиффренци-
ального оператора для описания линейной дисперсии волн. Сначала рассматривается случай кубичной нелинейности 
без учета дисперсии нелинейности. Найдены инкременты неустойчивости. Проводится сравнение со случаем пара-
болической аппроксимации линейной дисперсионной зависимости, что соответствует использованию нелинейного 
уравнения Шредингера. Показано, что использование интегродиффренциального оператора для описания линейной 
дисперсии волн приводит к ограничению области неустойчивости, но не меняет величины инкремента. Получено, 
что дисперсия нелинейности уменьшает инкременты, особенно при больших расстройках. Влияние капиллярных эф-
фектов на неустойчивость волн на поверхности жидкости проводится в той же последовательности: сначала без учета 
дисперсии нелинейности, затем с ее учетом. Структура неустойчивости меняется для волн, распространяющихся с ми-
нимальными фазовыми и групповыми скоростями: при уменьшении длины волны область неустойчивости суживается 
и потом исчезает. Определены границы исчезновения области неустойчивости. При дальнейшем уменьшении длины 
волны неустойчивость возникает вновь. Она приобретает черты «коллапса», когда область неустойчивости становится 
эллиптической. Вид неустойчивости волн с большими волновыми числами имеет «самофокусировочный» характер 
в отличие от модуляционного характера неустойчивости волн с малыми волновыми числами. Нелинейная дисперсия 
в гравитационно-капиллярных волнах, как и в гравитационных волнах, ведет к подавлению неустойчивости при боль-
ших расстройках. В области существования неустойчивости типа «коллапса» нелинейная дисперсия ведет к сужению 
области неустойчивости и уменьшению инкремента в них. Это дает возможность описывать на основе предлагаемых 
уравнений распространения гравитационно капиллярных волн на больших временах.

Ключевые слова: гравитационные волны, капиллярность, поверхность жидкости, нелинейность, дисперсия, неустой-
чивость, модуляция
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Abstract
The theory of instability of gravity-capillary waves on the surface of a liquid taking into account linear and nonlinear dis-

persions is presented. Theoretical research is carried out on the basis of the use of an integrodiffrence operator to describe the 
linear dispersion of waves. Increments of instability are found. It is shown that the use of an integrodiffrence operator to describe 
the gravity wave linear dispersion without taking into account their nonlinear dispersion leads to the instability region limitation 
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compared to the case of using the nonlinear Schrödinger equation, but does not change the increment value. The dispersion of the 
nonlinearity of gravity surface waves reduces increments, especially at large detunes. The structure of instability changes for gravi-
ty-capillary waves propagating with minimal phase and group velocities: as the wavelength decreases, the instability region narrows 
and then disappears. The boundaries of the disappearance of instability area are determined. With a further wavelength decrease, 
instability occurs again. It acquires the features of “collapse”, when the instability region becomes elliptical. The instability of 
waves with large wave numbers has a “self-focusing” character, in contrast to the modulation nature of the instability of waves 
with small wave numbers. Nonlinear dispersion in gravity-capillary waves, as well as in gravity waves, leads to the suppression of 
instability under large detunes.

Keywords: gravity waves, capillarity, fluid surface, nonlinearity, dispersion, instability, modulation

1. Введение

Модуляционно-самофокусировочная неустойчивость интенсивных волн различной природы: опти-
ческих, гидродинамических, волн в плазме, связанная с кубичной нелинейностью, известна с середины  
1960-х гг. [1–8]. С первых работ эта неустойчивость рассматривалась для волн возмущений на частотах, 
близких к несущей и распространяющихся почти коллинеарно с мощной волной, когда существенная часть 
нелинейных явлений может быть описана нелинейным уравнением Шредингера. Это описание, наряду со 
своей простотой, имеет ряд недостатков: в волнах на поверхности жидкости оно дает неустойчивость с неу-
бывающим инкрементом для сколь угодно высоких частот; для электромагнитных волн и волн в плазме оно 
предсказывает обращение амплитуды поля в бесконечность — коллапс. Оба последних явления обуслов-
лены недостаточно точным описанием дисперсии в линейной и нелинейной частях системы. Более точная 
теория на основе использования гамильтонова описания предложена в [9–12]. В [13] рассматривается вли-
яние равномерного сдвигового течения на модуляцию слабонелинейных квазимонохроматических поверх-
ностных гравитационных волн в гамильтоновой формулировке. Однако гамильтоново описание само по 
себе является достаточно сложным.

В данной работе более подробно излагается упрощенная теория модуляционно-самофокусировочной 
неустойчивости гравитационно-капиллярных волн в широком интервале углов и частот [14, 15] на основе 
использования интегродиффренциального оператора для описания линейной дисперсии. Краткие резуль-
таты ее приводились в [16]. Аналогичный подход использовался в [17] для пакетов гравитационно-капил-
лярных волн с узким спектром. Она применима и к негамильтоновым системам, но требует знания дис-
персионных характеристик одного из типов волн, распространяющихся в среде. Эти характеристики могут 
быть и результатом обработки опытных данных.

2. Модуляционная неустойчивость гравитационных волн на поверхности жидкости

Пусть известна дисперсионная характеристика одного из типов волн:

	 w = F(k),	 (1)

где w — круговая частота, k — волновой вектор. Поле A0, существующее в среде с таким дисперсионным 
соотношением, может быть описано интегральным соотношением [15]:

	
( )

( ) ( )0
0' exp ' ' ' ' ',

2 s
A i F i i A d d
t

∂
= − +  ∂ p

∫∫ k kr k r r k r 	  (2)

где s — размерность пространства. Пусть уравнение (2) имеет решение вида плоской волны с постоянной 
амплитудой A :

	 ( )0 0 0exp .A A i t i= w − k r 	  (3)

Для сокращения записи введем оператор:

	 ( )
( )

( ) ( )0 0 ' exp ' ' ' ' '
2 s

iL A F i i A d d= + − +  
p

∫∫k k k kr k r r k r 	  (4)

и запишем уравнение для A  в виде:

	 ( )0 0 .A iL A i A
t

∂
= − w

∂
k 	  (5)
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Дополним последнее соотношение нелинейным членом 
2

~ .A A  Коэффициент перед нелинейным 
членом выберем исходя из уравнения для плоской волны. Амплитуду мы нормируем так, чтобы коэффи-
циент перед нелинейностью равнялся половине, что более удобно при дальнейших записях. В результате 
имеем следующее уравнение, описывающее распространение волн в такой среде:

	 ( )
2

0
0 0 ,

2
i A AA iL A i A

t

dw∂
= − w +

∂
k 	  (6)

где d — коэффициент, принимающий два значения: d = ±1. Знак «+» соответствует расфокусирующей не-
линейности в оптике, знак «–» соответствует самофокусирующей нелинейности. Запись нелинейности 
в таком простейшем виде означает, что мы пренебрегли дисперсией нелинейности.

В нелинейном уравнении (6) мы исследуем устойчивость методом возмущений его решений вида пло-
ской волны:

	 ( )exp ,A B i t= W 	  (7)

где 2
0 2BW = dw  — суть нелинейная поправка к частоте. Возьмем возмущенное решение в форме:

	 ( )exp ,A B i t= + a W   	  (8)
где a — малая величина. Предполагая, что a имеет вид:
	 ( ) ( ) ( ) ( )0 0exp exp ,t i t ia = a − + bkr kr 	  (9)
для амплитуд возмущений получим пару линейных уравнений с постоянными коэффициентами:

	 ( )
2 2

0 *0 0
0 0 0 0 0 02

,
2

i Bd i B
iL i

dt
dwa dw

= + a − w a + a + bk k 	  (10)

	 ( )
2* *2

0* * *0 0
0 0 0 0 0 02 2

.
i Bd i B

iL i
dt

dwb dw
= − − b + w b − b − ak k 	  (11)

Предполагая, что решения 0 0 0~ ~ exp ,a h tb w    для инкремента, нормированного на частоту ω, имеем:

	

( )
( ) ( )

24 22

2 2

1 2
2 2

1 2 2 2 ,
2 2

h i B B

i B

+ −
+ −

+ −
+ − + −

w − w
= + d − w + w − + d =

w −w
= + − d − w −w − w + w − 	  (12)

где ( )0 0F+w = + wk k  — линейная расстройка одной из компонент возмущений, ( )0 0F−w = − wk k  — ли-
нейная расстройка другой компоненты возмущений. Очевидно, что для изотропных сред вектор k0 целесо-
образно направить по одной из координатных осей — по оси x.

Границы неустойчивости определяются условиями:
	 w+ + w– = 2, 	 (13)

	 22 2 0.B + −d − + w + w = 	  (14)

Первая из них определяется линейной дисперсией. Она описывает действительную поверхность, если 
дисперсионная зависимость выпукла. В этом случае неустойчивость имеет место как для фокусирующей 
нелинейности, так и для расфокусирующей нелинейности, области неустойчивости располагаются для 
разных знаков нелинейности по разные стороны от поверхности (13).

Для потенциальных гравитационных волн на поверхности жидкости:

	 ( )
1

2 2 2
0 0 0 ,x yg k g k kw = = + 	  (15)

где g — ускорение свободного падения, k0x и k0y — компоненты волнового вектора на плоскости. В этом 
случае уравнение (6) запишется в виде [15, 18]:

	 ( ) 20
0 0 0 ,

2
iA iL A i A A A

t
w∂

= − w +
∂

k k 	  (16)

где A  — амплитуда волны. При исследовании неустойчивости перейдем к безразмерным переменным 

0
0 0 0 0, , , , 2 .

2dl dl dl dl dl
t

t x k x y k y z k z A k A
w

= = = = =  Опуская индекс «dl», запишем уравнение (16) в форме:
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	 ( ) 2
0

0

2 2 .
4

A i iL A iA A A
t

∂
= − +

∂ w
k 	  (17)

Для нормированного инкремента волн возмущений на воде имеем:

	 ( ) ( )
24 21 1

2 24 42 21 2 1 2 1 4 ,
2 4 2x y x y

A A
h k k k k

     = − + + + − + − +         

    	  (18)

где 0 ,x xk k k=  0 .y yk k k=  Заметим, что гравитационные волны на поверхности существуют при A ≤ 
≤ 0,88718. Область отличного от нуля инкремента для A = 0,15 показана на рис. 1.
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Рис. 1. Области неустойчивости гравитационных волн на 
плоскости ( ),x yk k   с учетом полной линейной дисперсии без 

нелинейной дисперсии для амплитуды волны A = 0,15

Fig. 1. Regions of instability of gravity waves on a plane ( ),x yk k  , 
taking into account the full linear dispersion without nonlinear dis-

persion for the wave amplitude A = 0.15

На плоскости ( ),x yk k   область неустойчивости имеет вид горизонтальной восьмерки, примыкающей 
к восьмёрке четырехволнового синхронизма. Точки 1,= ±

xk  0,=yk  лежащие в середине петель восьмер-
ки, всегда устойчивы. Максимальное (и одно и то же для данной амплитуды) значение инкремента hmax = 
= A2/4 = (0,15)2/4 = 0,005625 достигается при условии:

	 ( ) ( )
1 1 22 24 42 24 2 1 2 1 .

2x y x y
Ak k k k   − + + + − + =      

    	  (19)

Последнее выполняется также на восьмерке, лежащей вблизи четырехволнового синхронизма. При ма-
лых расстройках , 1x yk k <<   волна накачки неустойчива только относительно волн, имеющих отличную от 
нуля компоненту ,xk  т. е. имеет место модуляционная неустойчивость. Для сравнения на рис. 2 приведена 
область неустойчивости в параболической аппроксимации дисперсионной зависимости (1), что соответ-
ствует использованию нелинейного уравнения Шредингера, при той же амплитуде волны:

	
2 2

2
2 2 .

4 2 4
A i A i A i A A
t x y

∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂
	  (20)
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Рис. 2. Области неустойчивости гравитационных волн на 
плоскости ( ),x yk k   при параболической аппроксимации ли-
нейной дисперсии без нелинейной дисперсии для амплитуды 

волны A = 0,15

Fig. 2. Regions of instability of gravity waves on a plane ( ),x yk k   
with a parabolic approximation of linear dispersion without non-

linear dispersion for the wave amplitude A = 0.15

Она имеет характерный вид «усов», уходящих в бесконечность под углами ( )~ arctg 1 2 ,j ±  причем 
амплитуда инкремента не убывает вблизи 2x yk k= ±   при уходе на бесконечность.

Из сравнения рис. 1 и 2 видно, что линейная дисперсия волн возмущений на воде приводит к ограни-
чению области неустойчивости, но не меняет величины инкремента.

3. Влияние дисперсии нелинейности гравитационных поверхностных волн

Выше мы не касались влияния дисперсии нелинейности. Рассмотрим её проявление на примере грави-
тационных волн на воде. Следуя Dysthe K.B. [18] и Hogan S.J. [19], используем следующие уравнения для 
описания огибающей волн в лабораторной системе координат:

	 ( ) 2 22 *
0

0

2 1 32 .
4 8 4x x x

A i iL A iA A A A A A A i A
t

∂
= − + − − + F

∂ w
k 	  (21)

и усреднённого потенциала F:
	 DF = 0. 	 (22)
Граничные условия для потенциала заключаются в обращении его в нуль на большой глубине при z → –∞, 
и выполнении равенства

	 21
4z x

AF = 	  (23)

на поверхности жидкости при z = 0. В (21) сохранены только кубичные по A члены. Используя вышеопи-
санную методику для инкремента возмущений, нормированного на несущую частоту, получим следующее 
выражение:

	

22 24 22 21 1 2 2 4 1 ,
2 4 2 2

x x xA Ak k k
h

K K+ −

          = − − − w + w − + −                 

  

	  (24)
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где 2 2 ,x yK k k= +   2 2(1 )x yk k+w = + +   и 2 2(1 ) .x yk k−w = − +   Отметим, что присутствие потенциального 
течения (член с Fx в (22)) ведет к уменьшению эффективной амплитуды волны (именно изменяет |A2| на

( )2 21 xA k K−   в выражении (24) по сравнению с (18)). Это уменьшение амплитуды сужает области неустой-
чивости и уменьшает инкремент в ней. Член 2 * 8xA A  дает поправку 2 4xk  в (24) и уменьшает инкремент 
при сильной расстройке. Области неустойчивости на плоскости ( ),x yk k   для амплитуды A = 0,15 показаны 
на рис. 3.
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Рис. 3. Области неустойчивости гравитационных волн на 
плоскости ( ),x yk k   при учете полной линейной и нелинейной 

дисперсий для амплитуды волны A = 0,15

Fig. 3. Regions of instability of gravity waves on the plane ( ),x yk k  ,  
taking into account the total linear and nonlinear dispersions for 

the wave amplitude A = 0.15

Из сравнения рис. 3, где учитывается нелинейная дисперсия, с рис. 1 и рис. 2, где она не учитывалась, 
следует, что последняя уменьшает инкременты, особенно при больших расстройках. Лабораторные экспе-
рименты подтверждают, что использование нелинейного уравнения Шредингера приводит к завышенным 
значениям инкремента неустойчивости при больших расстройках [20]. Сравнение численных результатов, 
приведенных в [21], полученных с использованием теории [9, 10], показывает их согласие с полученными 
выше. Область неустойчивости сужается вследствие нелинейной дисперсии.

4. Влияние капиллярных эффектов на неустойчивость волн на поверхности жидкости

Для гравитационно-капиллярных волн на поверхности жидкости, когда учитывается поверхностное 
натяжение, дисперсионное уравнение имеет форму [15, 22, 23]:

	 ( )2
0 01 ,g Tw = +k k 	  (25)

где ,T g= g  g — нормированный на плотность воды коэффициент поверхностного натяжения. Мы вве-
дем безразмерный коэффициент 2

0 .T Tk=  Сначала рассмотрим случай отсутствия нелинейной дисперсии. 
Уравнение, описывающее распространение волнового пакета в безразмерных переменных имеет форму:
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0

0
22 ( ) 2 ,

4
A i iqL A i A A A
t

∂ w
= − w +

∂ w
k





 	  (26)

где ( )
( )

( ) ( )0 0
1 ' exp ' ' ' ' ',

2 sL A F i i A d d= + − +  
p

∫∫k k k kr k r r k r 

( ) ( ) ( )2 22 2
0 0 1 1 1 ,x y x yF k k T k k′   + = w + + + + +    

k k       1 ,Tw = + 

Равенство (26) описывает самовоздействие гравитационно-капиллярных волн, в частности, модуляцион-
ную неустойчивость. Ее инкремент дается формулой:

	

24 22 2 2
4 ,

2 4 2
q A q A

h + −
 W Ww  = − + − +
w w  



 

	  (27)

где ( )32 2 2 2(1 ) (1 ) ,x y x yk k T k k+W = + + + + +   ( )32 2 2 2(1 ) (1 ) ,x y x yk k T k k−W = − + + − + 

21 8 4
.

(1 )(1 2 )
T T

q
T T

+ +
=

+ −

 

 

Поверхностное натяжение слабо влияет на длинные волны. Так, область ненулевого инкремента прак-
тически не отличается от показанной на рис. 1 для волны длиной l ≈ 2,5 м и амплитудой 0,03A =  м, рас-
пространяющейся с групповой скоростью V0 = 1 м/с на границе вода-воздух со значением коэффициента 
натяжения g = 70 см3/с2 [22,23] и, следовательно, 0,000007T ≈ м2. Безразмерные параметры равны соответ-
ственно: амплитуда A = 0,15 и 0,000042.T =

Структура неустойчивости меняется для волн, распространяющихся с минимальными фазовыми 
и групповыми скоростями. Влияние поверхностного натяжения начинается при параметре 0,05.T ≈  Об-
ласти неустойчивости на плоскости ( ),x yk k   для 0,083T =  и 0,203,T =  что соответствует волнам с длиной 
волны l ≈ 0,058 м и l ≈ 0,036 м, распространяющимся со скоростью V0 = 0,18 м/с, и V0 = 0,176 м/с, представ-
лена на рис. 4 и рис. 5 соответственно.

Область неустойчивости суживается (рис. 4) и потом исчезает при 0.xk ≈

Границы исчезновения области неустойчивости могут быть определены из следующих соображений. 
Мы запишем параболическую аппроксимацию уравнения (26). Она имеет форму:

	
2 2 2 1/2

2
3/2 1/2 2 1/2 2

(1 3 ) 12 (1 3 ) (1 ) .
4 4(1 ) (1 ) 2(1 )

A i T T A i T A iq T A A
t T T x T y

 ∂ + ∂ + ∂ +
= − − +  ∂ + + ∂ + ∂ 

   

  

 	  (28)

Неустойчивость исчезает, когда коэффициент 
при второй производной по x обращается в нуль 
(изменяет знак) при 0,155,T =  длине волны l = 
= 0,0433 м, распространяющейся с групповой 
скоростью V0 ≈ 0,176 м/с. Более точный анализ 
с помощью уравнения (26) показывает, что об-
ласть ненулевого инкремента сначала отдаляется 
от нулевой точки и при длине волны l = 0,0261 м 
на скорости V0 = 0,188 м/с вся область становится 
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Рис. 4. Области неустойчивости гравитационно-ка-
пиллярных волн на плоскости ( ),x yk k   при учете пол-
ной линейной дисперсии без нелинейной дисперсии 
для амплитуды волны A = 0,15, поверхностного натя-

жения 0,000007T =  м2 и скорости V0 = 0,180 м/с

Fig. 4. Regions of instability of gravity-capillary waves on a 
plane ( ),x yk k   taking into account the full linear dispersion 
without nonlinear dispersion for the wave amplitude A = 
= 0.15, the surface tension 0,000007T = m2 and velocity  

V0 = 0.180 m/s
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устойчивой. При дальнейшем уменьшении длины волны до l = 0,0236 м и увеличении скорости до V0 = 
= 0,195 м/с, модуляционная неустойчивость возникает вновь. Она приобретает черты «коллапса», когда 
область неустойчивости становится эллиптической. Последняя показана на рис. 6 для длины волны l = 
0,016 м и скорости V0 = 0,232 м/с. Заметим, что в области «коллапса» существуют сильные неустойчивости 
[10], которые не описываются уравнением (26).

Для гравитационно-капиллярных волн с учетом полной линейной и нелинейной дисперсий согласно 
[18, 19] уравнение для пакетов имеет форму:

	
2 22 *

0
0

2 3( ) 2 ,
4 8 4x x x x

A i iq uq vL A i A A A A A A A i A
t

∂ w w w
= − w + − − + F

∂ w
k

  







	  (29)

где потенциальная функция удовлетворяет уравнению (22) с граничным условием на поверхности жидко-
сти (z = 0):

	 2

4z x
Aw

F =


	  (30)

и коэффициенты
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+
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	  (31)
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Рис. 5. Области неустойчивости гравитационно-ка-
пиллярных волн на плоскости ( ),x yk k   при учете пол-
ной линейной дисперсии без нелинейной дисперсии 
для амплитуды волны A = 0,15, поверхностного натя-

жения 0,000007T =  м2 и скорости V0 = 0,176 м/с

Fig. 5. Regions of instability of gravity-capillary waves on a 
plane ( ),x yk k   taking into account the full linear dispersion 
without nonlinear dispersion for the wave amplitude A = 
= 0.15, the surface tension 0,000007T =  m2 and velocity 

V0 = 0.176 m/s
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Рис. 6. Области неустойчивости гравитационно-ка-
пиллярных волн на плоскости ( ),x yk k   при учете толь-
ко полной линейной дисперсии без нелинейной для 
амплитуды волны A = 0,15, поверхностного натяжения 

0,000007T =  м2 и скорости V0 = 0,232 м/с

Fig. 6. Regions of instability of gravity-capillary waves on a 
plane ( ),x yk k   taking into account the full linear dispersion 
without nonlinear dispersion for the wave amplitude A = 
= 0.15, the surface tension 0,000007T =  m2 and velocity 

V0 = 0.232 m/s
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В этом случае инкремент записывается как

	

22 24 22 22 2
4 .

2 4 2 2
x x xA Ak quk k

h q q
K K

+ −
        W Ww    = − − + − + −            w w        

  

 

	  (32)

Нелинейная дисперсия в гравитационно-капиллярных волнах, как и в гравитационных волнах, ведет 
к подавлению неустойчивости при больших расстройках. Это видно из сравнения областей неустойчивости 
на плоскости ( ),x yk k   при A = 0,15, 0,203T =  и с учетом нелинейной дисперсии (рис. 7) и в ее отсутствии 
(рис. 5). В области существования неустойчивости типа «коллапса» нелинейная дисперсия ведет к суже-
нию области неустойчивости и уменьшению инкремента в них. Это дает возможность описывать на основе 
предлагаемых уравнений распространение гравитационно-капиллярных волн на больших временах. По-
следнее верно как для гравитационных, так и гравитационно-капиллярных волн.
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Рис. 7. Области неустойчивости гравитационно-капилляр-
ных волн на плоскости ( ),x yk k   при учете полной линейной 
и нелинейной дисперсий для амплитуды волны A = 0,15, 
поверхностного натяжения 0,000007T =  м2 и скорости V0 = 

= 0,176 м/с

Fig. 7. Regions of instability of gravity-capillary waves on a plane 
( ),x yk k   taking into account the full linear and nonlinear disper-
sion for the wave amplitude A = 0.15, the surface tension 

0,000007T =  m2 and velocity V0 = 0.176 m/s

5. Заключение

Построена теория неустойчивости гравитационно-капиллярных волн на поверхности жидкости с уче-
том линейной и нелинейной дисперсий на основе интегродиффренциального оператора. Исследованы ин-
кременты неустойчивости. Выявлено, что использование интегродиффренциального оператора для описа-
ния линейной дисперсии волн приводит к ограничению области неустойчивости по сравнению со случаем 
использования нелинейного уравнения Шредингера, а дисперсия нелинейности уменьшает инкременты, 
особенно при больших расстройках. Определены области неустойчивости. Показано, что структура неу-
стойчивости для волн, распространяющимися с минимальными фазовыми и групповыми скоростями, ме-
няется: область неустойчивости суживается и потом исчезает. Продемонстрировано, что при дальнейшем 
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уменьшении длины волны неустойчивость возникает вновь и приобретает черты «коллапса», когда область 
неустойчивости становится эллиптической. При этом нелинейная дисперсия ведет к сужению области не-
устойчивости и уменьшению инкремента в них, что дает возможность описывать на основе предлагаемых 
уравнений распространение гравитационно капиллярных волн на больших временах.
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