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Аннотация
Исследование подавления поверхностных волн пленками нефтепродуктов и биогенными пленками в областях 

катастрофического цветения фитопланктона является актуальной задачей в приложении к проблеме дистанционной 
диагностики загрязнений на морской поверхности. Особенностью таких пленок по сравнению с хорошо изученным 
случаем квазимономолекулярных пленок поверхностно-активных веществ является значительная (порядка и более 1 
мкм) толщина пленки, последнюю в этом случае описывают как слой вязкой жидкости. В работе в рамках линейной 
теории исследовано затухание волн на поверхности воды, покрытой слоем другой вязкой жидкости конечной толщины 
с упругой границей между ними. Численно проанализированы особенности двух разных типов волновых мод, кото-
рые в пределе бесконечно тонкой пленки характеризуются как поперечные (гравитационно-капиллярные волны, ГКВ) 
и продольные (волны Марангони, ВМ). Проанализирована эволюция этих мод с ростом толщины верхнего слоя вплоть 
до толщин, много больших толщины вязкого подслоя, в пленке. Показано, что в некотором интервале упругостей гра-
ницы раздела, определяемым длиной волны и вязкостью жидкостей, при толщине верхнего слоя порядка толщины 
вязкого подслоя в пленке, происходит взаимная трансформация мод. Именно волна, которая была ГКВ для бесконечно 
тонкой пленки, при толщинах пленки, превышающих толщину вязкого подслоя, переходит в ВМ, и наоборот. Этот 
эффект возникает из-за того, что ГКВ и ВМ не являются ни чисто гравитационно-капиллярными, ни чисто дилатаци-
онными. Лабораторные эксперименты показали хорошее согласие с результатами численного анализа и подтвердили 
существование эффекта модовой трансформации.
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Abstract
The study of surface wave suppression due to oil product films and biogenic films in areas of catastrophic phytoplankton 

blooms is an important task in application to the problem of remote diagnostics of pollution on the sea surface. The peculiarity 
of such films in comparison with the well-studied case of quasi-monomolecular films of surfactants is a significant (on the order 
of or more than 1 micron) film thickness, the latter in this case is described as a layer of viscous liquid. This paper investigates 
wave damping on a water surface covered by a layer of another viscous fluid of finite thickness with an elastic boundary between 
them within the framework of linear theory. The features of two different types of wave modes, which for infinitely thin film are  
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characterized as transverse (gravitational-capillary waves, GCW) and longitudinal (Marangoni waves, MW), are numerically ana-
lyzed. The evolution of these modes with increasing thickness of the top layer up to thicknesses much larger than the thickness of 
the viscous sublayer in the film is analyzed. It is shown that in some interval of interface elasticity, determined by the wavelength 
and viscosity of the top layer, a mutual transformation of the modes occurs at the thickness of the layer of the order of viscous sub-
layer thickness in the film. Namely, a wave that was GCW for an infinitely thin film, at film thicknesses greater than the thickness 
of the viscous sublayer, transitions to a MW, and vice versa. This effect arises because the GCW and MW are neither purely gravi-
ty-capillary nor purely dilatational. Laboratory experiments showed good agreement with the numerical results and confirmed the 
existence of the mode transformation effect.

Keywords: gravity-capillary waves, Marangoni waves, two-layer fluid, elastic film

1. Введение

Исследование подавления волн на поверхности воды в присутствии пленок различной природы, вклю-
чая пленки нефтепродуктов и пленки биогенного происхождения, является актуальной задачей в приложе-
нии к проблеме дистанционной диагностики загрязнений на поверхности океана и внутренних водоемов 
(см., например, [1, 2]). Особенностью пленок нефти по сравнению с мономолекулярными пленками чи-
стых поверхностно-активных веществ, является значительная их толщина, обычно 0.1–10 мкм [3], а в слу-
чае сильных разливов — на порядки больше. Отметим, что и пленки биогенной природы, формируемые 
в областях интенсивного «цветения воды» также могут характеризоваться значительной толщиной (см. [4]). 
Такие «толстые» пленки следует описывать как слои вязкой жидкости с упругими границами, и затухание 
волн на поверхности среды должно анализироваться в рамках модели двухслойной жидкости «вода — тол-
стая пленка».

Затухание волн на поверхности жидкости, покрытой мономолекулярной пленкой хорошо изучено, 
подробно описаны два типа колебаний поверхности: гравитационно-капиллярные волны (ГКВ) и волны 
Марангони (ВМ). Выражения для дисперсионного соотношения и коэффициента затухания ГКВ найдены 
в общем случае с использованием линеаризованного уравнения Навье-Стокса с граничными условиями, 
учитывающими наличие упругой пленки на водной поверхности (см., например, [5–11]). Наблюдаемый 
в коэффициенте затухания ГКВ максимум соответствует случаю, когда волновые числа при одной и той 
же частоте ВМ и ГКВ близки. Lucassen в [9] объяснял этот максимум резонансом между ГКВ и ВМ, но при 
этом заметил, что это не означает взаимодействия этих двух типов волн между собой. В то же время, в целом 
ряде работ (см. например, [1,10], а также литературу, цитированную в [14]) утверждается, что ВМ получают 
энергию от ГКВ, и этот процесс наиболее эффективен, если частоты и волновые числа этих двух мод близки 
друг к другу, что и приводит к максимуму затухания. В [12–14] подход к исследованию волновых движений 
был основан на изначальном разделении скорости на вихревую и потенциальную компоненты. Предполо-
жение о возможности существования чисто вихревых движений позволило показать, что горизонтальная 
компонента скорости ВМ много больше вертикальной, т. е. ВМ можно считать квазигоризонтальной, при-
жатой к поверхности и затухающей на длине порядка длины волны. Было показано, что математически 
вихревая компонента ГКВ может быть формально описана как «вынужденная» мода Марангони, возбу-
ждаемая потенциальной компонентой. В [15–17] проведено исследование волн на поверхности жидкости, 
покрытой упругой пленкой с комплексными упругостью (ненулевой сдвиговой вязкостью) и коэффициен-
том поверхностного натяжения, и показано, что в этом случае возможна взаимная трансформация мод ВМ 
и ГКВ. При этом сами авторы отмечали, что хотя физический смысл комплексности этих характеристик до 
конца не ясен, не учитывать возможную связь между ВМ и ГКВ нельзя.

Случай, когда толщина пленки на поверхности воды конечна, представляет более сложную задачу. В [18] 
рассматривалась система, состоящая из двух вязких слоев разных жидкостей с упругими пленками на верх-
ней и нижней границах верхнего слоя. Волнение описывается линеаризованным уравнением Навье-Стокса 
с граничными условиями, учитывающими упругость границ. Предполагается, что такая система должна опи-
сывать, например, нефтяную пленку на водной поверхности. Реальная пленка на верхней границе нефтяного 
слоя может образовываться в связи с тем, что нефть — это сложное вещество, состоящее из разных фрак-
ций, которые и образуют пленки. В рамках этой модели в общем случае было найдено решение для ГКВ при 
толщине пленки много меньше толщины вязкого погранслоя [18]. На основе разделения волн на вихревую 
и потенциальную компоненту найдены аналитические выражения для дисперсионного уравнения и коэффи-
циента затухания ГКВ для тонкой пленки и для толстого верхнего слоя [19]. В последнем случае, если упру-
гая пленка присутствует на обеих границах верхнего слоя, показано существование двух мод ВМ, прижатых 
к нижней и верхней границам, и соответственно двух максимумов коэффициента затухания.
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Модовая трансформация волн на поверхности жидкости, покрытой упругой пленкой конечной толщины
Mode transformation of waves on the surface of a liquid covered by an elastic film of finite thickness

Нахождение аналитического решения для случая промежуточных толщин пленок не представляется 
возможным. В данной статье проводится численное исследование затухания волн длиной 2 см на поверх-
ности двухслойной жидкости. Выбор длины волны определяется тем, что для дистанционной диагностики 
ветрового волнения часто используются микроволновые радиолокаторы, брэгговские волновые числа ко-
торых при умеренных углах падения (например, при использовании радаров, установленных на спутниках) 
составляют несколько см. В работе проведен численный анализ, который позволил описать эволюцию двух 
волновых мод, которые для бесконечно тонкой пленки отвечают ГКВ и ВМ, с ростом толщины верхнего 
слоя. Показано, что в некотором интервале упругостей пленки, определяемом длиной волны и вязкостью 
жидкостей, при толщине верхнего слоя порядка толщины вязкого подслоя в пленке, происходит модовая 
трансформация этих типов мод. Далее представлены результаты лабораторных экспериментов, которые 
показали хорошее согласие с результатами численного анализа и подтвердили существование эффекта 
трансформации.

2. Описание модели и методики численных расчетов

Анализ волн на поверхности среды, состоящей из двух слоев разных вязких ньютоновских жидкостей, 
проводится в двумерном случае (z — вертикальная ось, волна распространяется вдоль горизонтальной оси 
x), пленка с упругостью Е находится на границе раздела жидкостей (z = 0). Толщина верхнего слоя жидко-
сти h, для простоты предполагается, что нижний слой имеет бесконечную глубину. W/U и P (соответствен-
но вертикальная/горизонтальная компоненты скорости частиц и давление в каждой точке среды) связаны 
уравнениями Навье-Стокса и уравнением неразрывности:

2/ ,t xU p U+ r = n∇

 2/ ,t zW p gz W+ r + = n∇   (1)

Ux + Wz = 0.

Здесь r, n — плотность и кинематическая вязкость среды. Нижние индексы (x, z) определяют произво-
дные по соответствующим координатам. Решение системы (1) имеет вид Wf, w(z) · exp(–iwt + ikx), где Rew — 
круговая частота, Imw — затухание волны, k — волновое число, нижние индексы соответствуют верхнему 
(f) или нижнему (w) слоям. В верхнем слое Wf(z) ∝ c1exp(–kz) + c2exp(kz) + c3exp(–lf · kz) + c4exp(lf · kz), 

в нижнем слое Ww(z) ∝ b1exp(–kz) + b3exp(–lw · kz), здесь ,
,

1,f w
f w

l w
= +

n
 ,

,

2
f w

f w
d

l
=  — толщина вязкого 

погранслоя в разных слоях жидкости. Члены, содержащие exp(±kz), соответствуют потенциальной компо-
ненте, а члены с exp(±lf, w · kz) — вихревой, c1,2,3,4, b1,2 — амплитуды соответствующих гармоник.

Для определения амплитуд используют кинематические и динамические граничные условия. Динами-
ческие нормальное и тангенциальное граничные условия имеют вид (см., например, [18]) для верней гра-
ницы при z = h:

2 ( / ) 0,f f f z af f xxP gz W Z− − n + s r =

 ( ) 0,f f f z f xU Wr n + =   (2)

и нижней границы при z = 0:

( ) ( )2 2 ,
zf f f f z w w w w fw xxP gz W p gz W −r − − n = r − − n + s z

 
2

2( ) ( ),f f f z f x w w w z w xU W E U W
x
∂ x

r n + + = r n +
∂

  (3)

где saf, fw — поверхностное натяжение на верхней и нижней границах верхнего слоя, g — ускорение сводно-
го падения, Z — отклонение поверхности в вертикальной плоскости, x — горизонтальный сдвиг, соответ-

ственно ,ZW
t

∂
=
∂

 .U
t

∂x
=
∂

Эта система описывает все волны, которые могут возбуждаться в двухслойной жидкости. Ниже будем 
интересоваться только двумя типами колебаний, которые при бесконечно тонкой (мономолекулярной) 
пленке на верхней поверхности нижней жидкости являются ГКВ и ВМ. Мономолекулярная пленка в дан-
ном случае соответствует h = 0, дисперсионное уравнение и коэффициент затухания имеют вид (см. также 
[14]) для ГКВ:
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 ( ) ( )2 3Re ,af fwgk kw = + s + s   (4)

2
2

1Im 2 ,
1 2w

X X Yk
X X

− + ⋅
w = n

− +
 

2

3
,

2w w

EkX =
r n w

 ,
4 w w

EkY =
r n w

для ВМ [14]:

 
3

2 1 .
2

w wik
E

r h w+
=   (5)

Если толщина верхнего слоя h больше длины ГКВ, то коэффициент затухания и дисперсионное урав-
нение для ГКВ выражаются как

2Im 2 ,f kw = n

 ( )2 3Re ,afgk kw = + s   (6)

ВМ в этом случае прижата к границе между слоями, дисперсионное соотношение и коэффициент затуха-
ния для нее определяется из выражения [19]:

 
3 3

2 1 .
2 2

f f w wik
E

 r h w r h w+  = +
 
 

  (7)

На рис. 1 представлены зависимости частоты ГКВ и ВМ от упругости пленки для двух случаев: (а) на 
поверхности воды находится мономолекулярная пленка; (б) толщина верхнего слоя много больше тол-
щины вязкого погранслоя в пленке. Выбранные значения поверхностного натяжения 30 мН/м и 30 мН/м 
на верхней и нижней границах верхнего слоя, а также объемная вязкость 0,1 см2/м, являются типичными 
для сырой нефти (с используемой плотностью 0,85 г/см3) и ее производных [20–24], плотность и вязкость 
нижнего слоя соответствуют воде. Видно, что существует такой интервал упругостей пленки, при которых 
частоты ГКВ (которые близки при тонкой пленке и толстом слое) меньше частот ВМ на тонкой пленке 
и больше частот ВМ при толстом верхнем слое. Назовем волну, которая для случая тонкой пленки является 
ВМ — W2, а ту, что является ГКВ –W1. Тогда очевидно, что в указанном интервале упругостей частоты волн 
W1 и W2 пересекаются при некоторых толщинах верхнего слоя.

При численных расчетах зависимостей коэффициента затухания и частоты волны при заданном вол-
новом числе от толщины пленки мы используем выражения (4) и (5) при h = 0 как начальные значения 
для поиска решения при малом ненулевом значении толщины δh << df, w. Затем найденное решение при 
h = δh будет использоваться в качестве начального для определения коэффициента затухания и частоты 

при h = 2δh, и так далее. Это позволит нам проследить, как меняет-
ся решение для W1 и W2 при увеличении толщины верхнего слоя. 
Для проверки результатов, расчеты проводились также от больших 
толщин верхнего слоя к меньшим, т.е в качестве начальных точек 
использовались выражения (6) и (7).

3. Результаты численных расчетов

На рис. 2 приведены зависимости коэффициентов затухания 
(нормированные на коэффициент затухания в отсутствие пленки 
2nwk2) и частот волн W1 и W2 от толщины верхнего слоя при раз-
личных упругостях пленки на границы сред. На рис. 2, а и б видно, 
что если упругость мала (Е < 15 мН/м) или велика (Е > 25 мН/м.), 
то коэффициент затухания и частота волны W1 при тонкой пленке 
и толстом верхнем слое соответствует ГКВ, при некоторых проме-
жуточных толщинах зависимость коэффициента затухания имеет 
максимум. Однако существует некоторый интервал упругостей  
(15 < Е < 20 мН/м), при которых волна W1, являющаяся ГКВ при 
тонкой пленке при больших толщинах соответствует ВМ, т.е про-
исходит трансформация моды. Волна W2 (рис. 2, в и г) при упру-
гостях Е < 15 мН/м и Е > 25 мН/м является ВМ при тонкой пленке 

Рис. 1. Зависимость частоты 2 см — вол-
ны от упругости пленки, сплошные кри-
вые — ГКВ, пунктир — ВМ. Черные кри-
вые — мономолекулярная пленка, пун-

ктир — толстый верхний слой

Fig. 1. Dependence of the 2 cm wave fre-
quency on the film elasticity, solid curves 
are GCW, dashed curves are MW. Black 
curves correspond to monomolecular film, 

dashed — thick top layer
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и при толстом верхнем слое; при упругостях 15 <Е < 25 мН/м волна W2 переходит из ВМ в ГКВ. Заметим, 
что интервал упругостей, при котором происходит переход из одного типа колебаний в другое немного 
меньше интервала упругостей, для которых частоты ГКВ меньше частот ВМ на тонкой пленке и больше 
частот ВМ при толстом верхнем слое (рис. 1). Трансформация колебаний из одного типа в другой происхо-
дит скачкообразно в точке бифуркации при определенных значениях упругости и толщины верхнего слоя 
(порядка толщины погранслоя).

а) a) б) b)

в) c) г) d)

Рис. 2. Зависимость коэффициента затухания (а, в) и частоты (б, г) для волн W1 (а, б) 
и W2 (в, г) от толщины верхнего слоя. Цифры у кривых — упругости в мН/м, длина 

волны 2 см

Fig. 2. Dependence of the damping ratio (a, c) and frequency (b, d) on the thickness of the 
top layer for waves W1 (a, b) and W2 (c, d). The numbers near the curves indicate elasticity in 

mN/m, wavelength = 2 cm

4. Обсуждение результатов численных расчетов

Проанализируем детально, как происходит трансформация ВМ и ГКВ. На рис. 3 представлены зави-
симости коэффициента затухания и частоты волн от толщины пленки вблизи точки пересечения коэффи-
циентов затухания W1 и W2. Видно, что частоты волн пересекаются при меньших упругостях и меньших 
толщинах, чем коэффициенты затухания. Величина локального максимума коэффициента затухания W1 
с увеличением упругости возрастает, а величина минимума W2 уменьшается до тех пор, пока они не стано-
вятся равными. В нашем случае это соответствует упругости ~12 мН/м. При больших величинах упругости 
поведение W1 и W2 совсем другое: коэффициент затухания W1 растет, а W2 уменьшается (т.е W1 и W2 
пересекаются). В этой точке бифуркации меняется и поведение частоты: на W1 появляется максимум, а на 
W2 — минимум, при больших упругостях кривые не пересекаются. Очевидно, что имеется и вторая точка 
бифуркации при больших значениях упругости, когда коэффициенты затухания перестают пересекаться, 
а кривые частот начинают пересекаются. В [15–17] описаны аналогичные точки бифуркации для случая 
тонкой пленки со сдвиговой вязкостью и комплексной вязкостью.

На рис. 4 представлены профили горизонтальных скоростей волн W1 и W2 для двух упругостей пле-
нок (25 и 60 мН/м). Видно, что при бесконечно малой толщине пленки профиль скорости W1 (рис. 4, a) 
при обеих упругостях имеет вид, характерный для ГКВ, в присутствии пленки горизонтальные скорости  
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на поверхности имеют направление, противоположное скорости частиц ниже погранслоя [14]; профиль 
скорости W2 (рис. 4, б) характерен для ВМ — волна прижата к поверхности. При большой толщине верх-
него слоя (1 см) профиль скорости W1 (рис. 4, в) при упругости 60 мН/м соответствует ГКВ, а при упруго-
сти 25 мН/м волна прижата к межфазной границе, что типично для ВМ (см. [19]). В этом случае профиль 
скорости W2 (рис. 4, г) при упругостях 25 демонстрирует схожесть с ГКВ, а при упругости 60 мН/м — с ВМ. 
Таким образом, результаты, представленные на рис. 4 соответствуют результатам на рис. 2.

а) a) б) b)

Рис. 3. Зависимость коэффициента затухания (а) и частоты (б) волны от толщины верхнего слоя вблизи точки бифур-
кации. Длина волны 2 см

Fig. 3. Dependence of the wave damping ratio (a) and frequency (b) on the thickness of the top layer near the bifurcation point. 
The wavelength is 2 cm

а) a) б) b)

в) c) г) d)

Рис. 4. Профили горизонтальных скоростей волн W1 (а, в) и W2 (б, г) для тонкой 
пленки (а, б) и толстого слоя (в, г). Черные кривые E = 25 мН /м, красные — E=60 

мН /м. Серая прямая линия — верхняя граница верхнего слоя

Fig. 4. Horizontal velocity profiles of waves W1 (a, c) and W2 (b, d) for a thin film (a, b) 
and a thick top layer (c, d). Black curves correspond to E = 25 mN/m, red curves to E = 60 

mN/m. The gray straight line represents the upper boundary of the top layer
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5. Лабораторный эксперимент

Были выполнены лабораторные измерения характеристик волн на воде, покрытой слоем вязкой жид-
кости конечной толщины. Волны возбуждались в кювете с водой, покрытой слоем нефти. Возбуждение 
волн происходило за счет эффекта параметрического резонанса при вертикальных колебаниях вибростен-
да, на котором была установлена кювета. Частота параметрически возбуждаемых волн составляла 20 Гц, 
что на чистой воде соответствовало длине ГКВ около 2 см. Коэффициент затухания волн определялся по 
порогу возбуждения собственных стоячих мод, а их длина измерялась по фотографиям. Подробно методи-
ка параметрического метода описывалась в работе [25], поэтому здесь мы остановимся кратко только на по-
лученных результатах. Измеренные зависимости коэффициента затухания и эффективного коэффициента 
поверхностного натяжения (ЭКПН = (w2 – gk)/k3)) от толщины нефтяного слоя представлены на рис. 5. 
Часть данных (черные символы), взятые из [23], были получены при глубине воды 2 см, новые эксперимен-
ты (красные символы) проведены при глубине воды 10 см. Видно, что результаты разных экспериментов 
находятся в хорошем соответствии. На рис. 5 представлены также расчетные кривые для нефти с упру-
гостью на границе нефть/вода 30 мН/м, видно, что результаты расчетов удовлетворительно согласуются 
с экспериментом.

а) a) б) b)

Рис. 5. Коэффициент затухания (а) и ЭКПН (б) от толщины слоя нефти на поверх-
ности воды. Символы — эксперимент, кривые — численные расчеты

Fig. 5. Damping ratio (a) and effective surface tension coefficient (b) as functions of the 
oil layer thickness on the water surface. Symbols represent experimental data, and curves 

correspond to numerical calculations

При малых толщинах пленки за счет параметрического резонанса возбуждаются ГКВ (W1), наблюдае-
мые на поверхности за счет вертикального смещения поверхности воды. При увеличении толщины пленки 
меняется дисперсионное соотношение для W1 и W2 волн, обе волны содержат и продольные и поперечные 
компоненты, которые приводят к вертикальному смещению поверхности. Максимум коэффициента зату-
хания в эксперименте приблизительно совпадает с точкой пересечения зависимостей коэффициентов за-
тухания для W1 и W2, а поскольку в эксперименте возбуждаются волны, имеющие наименьшее затухание, 
то после точки пересечения, первыми возбуждаются волны W2, которым соответствует другая зависимость 
ЭКПН от толщины, соответственно происходит переход ЭКПН с волны W1 на W2. Поскольку зависимо-
сти ЭКПН при данных толщинах не пересекаются, то переход с W1 на W2 происходит скачкообразно, что 
и подтверждает существование эффекта трансформации мод.

6. Заключение

Проведено численное исследование затухания волн на поверхности жидкости, состоящей из двух вяз-
ких слоев конечной толщины и упругой пленки между ними. Продемонстрировано, что два типа колеба-
ний, которые при бесконечно тонком верхнем слое имеют преимущественно поперечный (ГКВ) и продоль-
ный характер (ВМ), в общем случае не остаются продольными и поперечными при увеличении толщины 
верхнего слоя. Показано, что при некоторых значениях упругости пленки мода, которая при бесконечно  
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тонкой пленке была ГКВ, переходит в ВМ в случае толстого (много больше толщины вязкого пограслоя) 
верхнего слоя. Одновременно мода, которая при бесконечно тонкой пленке была ВМ, переходит в ГКВ. 
Это указывает на то, что оба типа колебаний перестают быть чисто гравитационно-капиллярными, либо 
чисто дилатационными. Данные лабораторных измерений коэффициента затухания и эффективного коэф-
фициента поверхностного натяжения находятся в хорошем согласии с результатами численных расчетов.

Найденные ранее [16, 17] приближенные решения для коэффициента затухания волн справедливы до 
толщин верхнего слоя порядка толщины вязкого погранслоя, что во многих случаях не соответствует реаль-
ной толщине загрязняющей пленки. Численные расчеты, несмотря на сложность их оперативного исполь-
зования в системах распознавания нефтяных загрязнений на морской поверхности при решении обратных 
задач, могут быть полезны для оценки точности приближенных формул.
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