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Аннотация
Характерным природным фактором полярных районов Мирового океана и замерзающих морских акваторий яв-

ляется наличие ледяного покрова. Плавающий ледяной покров, определяющий динамическое взаимодействие между 
океаном и атмосферой, влияет на динамику не только морской поверхности, но и подповерхностных вод, при этом 
в  общем движении по вертикали участвует как ледяной покров, так и  вся масса жидкости под ним. Решена задача 
о расчете силового воздействия потока бесконечно глубокой однородной жидкости на локализованный источник, на-
ходящийся под ледяным покровом. Предполагается, что ледяной покров является сплошным, то есть его горизонталь-
ные масштабы превышают длины возбуждаемых волн и, при достаточно естественных условиях, моделируется тонкой 
упругой пластиной, деформации которой малы и пластина является физически линейной. В плоской постановке по-
лучено интегральное представление решения для волнового сопротивления и подъемной силы, которые возникают 
из-за наличия ледяного покрова и действуют на источник. Представлены результаты расчетов силового воздействия, 
действующего на локализованный источник, моделирующий затупленное полубесконечное тело конечной ширины, 
и диполь, моделирующий цилиндр, для различных значений скорости набегающего потока и глубины их погружения. 
Численные расчеты показывают, что по мере увеличения глубины погружения источника силовое воздействие по-
тока жидкости, возникающее из-за наличия ледяного покрова, уменьшается. Зависимости волнового сопротивления 
и подъемной силы от скорости набегающего потока жидкости демонстрируют качественно разный характер поведе-
ния. Полученные результаты с различными значениями входящих в них физических параметров позволяют провести 
оценку характеристик возмущений ледяного покрова и его воздействия на различные источники возмущения природ-
ного и антропогенного характеров, наблюдаемых в реальных морских условиях.

Ключевые слова: ледяной покров, возвышение поверхности раздела, локализованный источник, силовое воздействие

© V. V. Bulatov1*, I. Yu. Vladimirov2, 2023
1Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Pr. Vernadskogo 101–1, Moscow, 119526, Russia
2Shirshov Institute оf Oceanology, Russian Academy of Sciences, 36 Nakhimovsky Prosp., Moscow, 117997, Russia
*internalwave@mail.ru

FORCE IMPACT OF A FLOW OF AN INFINITELY DEEP LIQUID  
ON A SOURCE UNDER ICE COVER

Received 10.03.2023, Revised 23.07.2023, Accepted 30.08.2023

Abstract
A characteristic natural factor of the polar regions of the World Ocean and freezing sea areas is the presence of ice cover. 

The floating ice cover, which determines the dynamic interaction between the ocean and the atmosphere, affects the dynamics of 
not only the sea surface, but also subsurface waters, while both the ice cover and the entire mass of liquid beneath it participate 
in the general vertical movement. It is assumed that the ice cover is continuous, that is, its horizontal scales exceed the lengths of 
the excited waves and, under fairly natural conditions, is modeled by a thin elastic plate, the deformations of which are small and 
the plate is physically linear. The problem of calculating the force impact of a flow of an infinitely deep homogeneous liquid on a 
localized source under the ice cover is solved. The problem is solved for the two-dimensional case. Integral representation of the 
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solution for wave drag and lift is obtained, which arise due to the presence of an ice cover and act on the source. The results of cal-
culations of the force action acting on a localized source, simulating a blunt semi-infinite body of finite width, and a dipole, simu-
lating a cylinder, are presented for various values of the oncoming flow velocity and their immersion depth. Numerical calculations 
show that as the depth of the source immersion increases, the force effect of the fluid flow, which occurs due to the presence of an 
ice cover, decreases. The dependences of the wave resistance and lift force on the velocity of the incoming fluid flow demonstrate 
a qualitatively different behavior. The obtained results with different values of the physical parameters included in them make it 
possible to evaluate the characteristics of ice cover disturbances and its impact on various sources of natural and anthropogenic 
disturbances observed in real marine conditions.

Keywords: ice cover, interface elevation, force impact, localized source

1. Введение

Характерным природным фактором полярных районов Мирового океана и замерзающих морских ак-
ваторий является наличие ледяного покрова. Плавающий ледяной покров, определяющий динамическое 
взаимодействие между океаном и  атмосферой, влияет на динамику не только морской поверхности, но 
и  подповерхностных вод, при этом в  общем движении по вертикали участвует как ледяной покров, так 
и вся масса жидкости под ним [1–6]. Причинами деформации ледяной поверхности в природных условиях 
могут быть, например, импульсные и периодические изменения давления, подводные источники различ-
ной физической природы (в том числе подводные взрывы), движущиеся по льду нагрузки постоянной и пе-
ременной интенсивности, локализованные возмущения морской поверхности [1, 5, 7–9]. Волновые про-
цессы под ледяным покровом проявляются в его деформации, которая зависит от физико-механических 
свойств льда. Воздействием волн можно объяснить такие явления как образование трещин в сплошных 
ледяных полях, разрушение льда в прикромочных зонах, взламывание припая [2, 3, 6, 9].

Изучение волновых процессов в море с плавающим ледяным покровом актуально для исследования его 
реакции на различные гидродинамические возмущения, движущиеся надводные и подводные суда, процессы 
распада ледяных полей в интересах судоходства, а также совершенствования методов дистанционного зонди-
рования поверхности ледяного покрытия. Практический интерес к воздействию ледяного покрова на подво-
дные препятствия обусловлен тем, что при наличии водной толщи обтекаемое потоком препятствие генерирует 
волны на поверхности раздела льда и морской среды и, следовательно, оно испытывает дополнительное вол-
новое сопротивление, расчет которого необходим при проектировании различных сооружений [2, 7, 9]. С дру-
гой стороны, эти поверхностные возмущения несут информацию, как о самих источниках возмущений, так 
и о характеристиках морской среды подо льдом, и они могут быть зарегистрированы с помощью специальных 
средств, прежде всего, радиолокационных и оптических систем [2, 10–12]. Для дальнейшего развития методов 
контролирующего мониторинга морских акваторий с ледяным покровом, основанных на данных, получаемых 
средствами дистанционного зондирования поверхности льда, важно знать, как, в частности, зависит характер 
силового воздействия морских течений на подводные источники различной физической природы от скорости 
потока, глубины погружения источника, иных существенных гидродинамических параметров [2, 7, 9].

Генерации волновых возмущений на границе льда и жидкости от обтекаемых подводных препятствий 
посвящены многочисленные исследования как в лабораторных опытах, так и в рамках теоретических работ. 
Современное состояние проблемы и подробный обзор работ содержится в [2, 9, 13–15]. Обычно предпола-
гается, что ледяной покров является сплошным, то есть его горизонтальные масштабы превышают длины 
возбуждаемых волн и, при достаточно естественных условиях, моделируется тонкой упругой пластиной, 
деформации которой малы и пластина является физически линейной [9, 14–18]. Целью настоящей работы 
является решение ранее не рассмотренной задачи о расчете силового воздействия потока бесконечно глу-
бокой однородной жидкости на источник под ледовым покровом.

2. Постановка задачи

Рассматривается поток идеальной несжимаемой бесконечно глубокой жидкости, который обтекает то-
чечный источник массы мощности q = q0eet, q0, e = const, e > 0, далее в полученном решении ищется предел 
при e → 0. Сверху течение ограничено ледовым покровом толщиной l. Ось 0x совпадает с невозмущенной 
границей раздела жидкости плотности r0 и льда с плотностью r1. Скорость потока направлена вдоль оси 
x и равна V, источник расположен в точке (0, –h), задача плоская. Предполагая течение потенциальным, 
поле горизонтальных скоростей U(x, y) можно представить в виде [19–21]:

	 ( ) ( ) ( )0 1 0, , , , ,t tU y t V q e u y q e u yε εx = + x + x 	 (2.1)
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( )
( ) ( )1 2 22 2

1, ,
2

u y
y h y h

 x x x = +
 π x + + x + - 

где u1(x, y) — горизонтальная скорость от системы двух источников единичной интенсивности, располо-
женных симметрично относительно оси 0x. Тогда в линейном приближении математическая постановка 
задачи для функции u(x, y) формулируется следующим образом [9, 13, 15]:

2 2

2 2 0,u u
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∂ ∂
+ =

∂x ∂
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D uD u u u u D ug C B A
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∂ ∂ ∂ ∂ 
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 при y = 0, 	 (2.2)

u → 0, при y → –∞,

( )
3

1
2

0 00

, , , ,
12 1

lD El lV A B C
Dt

r∂ σ
= ε + = = =

∂x r rr - n

где g — ускорение свободного падения, E — модуль Юнга льда, n — коэффициент Пуассона, s — начальное 

напряжение. Характерные значения этих величин в морских условиях равны [2, 3, 9]: 0 31025 ,r =
кг

м
 r1 = 

= 0,9r0, E = 3 · 109 Па, n = 0,3, s = 105 Па. В терминах фурье-образа возмущения горизонтальной скорости

( ) ( ) ( ), , expk y u y ik d
∞

-∞

F = x x x∫

исходная задача (2.2) формулируется следующим образом:
2
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Ф → 0, при y → –∞.
Решение задачи (2.3) имеет вид:
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Проведем обратное преобразование Фурье:
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здесь W(k) — дисперсионное соотношение для волн в неподвижной жидкости род ледовым покровом [9, 
13, 15]. Отметим, что в числителе подынтегрального выражения в (2.4) выполнен предельный переход при 
e → 0. Малый параметр e, для определения направления смещения полюсов подынтегральной функции 
с действительной оси, сохранен только в знаменателе.

3. Аналитические решения

Представим далее функцию u(x, y) в виде суммы

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )2 22 2

0 0

exp exp
,  .

F k ik dk F k ik dk
u y

k k i kV k k i kV

∞ ∞- x x
x = -

W - ε + W - ε -
∫ ∫
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Из формулы (1.1) следует, что при e → 0 комплексно-сопряженную скорость течения W(z) = W(x + iy) 
можно представить в виде [—]

	 ( ) ( )0
0

1 1 ,
2
q

W V q w
ih ih

 
z = + + + z π z + z - 

	 (3.1)

где w(z) = u(x, y) – iv(x, y) — регулярная в нижней полуплоскости функция, v(x, y) — вертикальная скорость, 
функция u(x, y) определена в (2.4). Тогда из условий Коши-Римана можно получить выражение для поля 
вертикальной скорости:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )2 22 2
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,  .

( )

iF k ik dk iF k ik dk
v y
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∞ ∞- x x
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∫ ∫

Следовательно:

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )22

0

exp
, , 2 .

F k ik dk
w u y iv y

k k i kV

∞ - x
z = x - x =

W - ε +
∫  	 (3.2)

Для вычисления равнодействующей гидродинамических сил R, приложенных к источнику, воспользу-
емся формулой Чаплыгина [19, 20]

( )20  ,
2 K

i
R X iY W d

r
= - = z z∫

где X — горизонтальная реакция, Y — подъемная сила, интегрирование осуществляется по произвольному 
контуру K, расположенному в нижней полуплоскости и охватывающему источник. Поскольку функция w(z) 
регулярна в нижней полуплоскости, то из формулы (3.1) следует, что функция W 2(z) имеет в этой области 
единственную особую точку: z = –ih — полюс второго порядка. Применяя теорему о вычетах, находим [21]:

( ) ( )2 22 ,
ihK

W d i res W
z=-

z z = π z∫

( ) ( )2 0 0
0 ,

4ih

q iq
res W V q w ih

hz=-

 
z = + + - π π 

Следовательно:

( )0
0 0 0 .

4
iq

R q V q w ih
h

 
= -r + + - π 

Далее будем рассматривать величину дополнительной силы DR = DX + iY (DX — волновое сопротивле-
ние, Y — подъемная сила) к обобщенной силе силе Жуковского (реактивной силе), равной –r0q0V и дей-
ствующей на источник. Используя (3.2), можно получить:

	 ( )
2

20 0
0 0  ,

4
q

R i q w ih
h

r
Δ = - -r -

π
	 (3.3)

	 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )22

22
0

exp 2
, .

1
G k dk k khiVw ih G k

Akk i kV

∞ -
- = =

π +W - ε +
∫

Дополнительная сила DR определяется полюсами подынтегрального выражения (3.3), расположенны-
ми вблизи действительной оси, то есть корнями уравнения

	 ( )
2

2 ,iC k V
k
ε = + 

 
 	 (3.4)

где ( ) ( )k
C k

k
W

=  — фазовая скорость волн подо льдом [9]. Уравнение (3.4) при e = 0 имеет ровно два поло-

жительных корня при условии V > V* = C(k*), и не имеет действительных корней при V < V*, где k* — един-
ственный положительный корень уравнения: 2ABk5 + 3Bk4 + Ck2 – 2Agk – g = 0 [13–15]. Кроме того,  
C ′(k) < 0 при 0 < k < k* и C ′(k) > 0 при k > k*. Далее, считая, что V > V*, обозначим через k1 и k2 занумерованные 
в  порядке возрастания действительных частей корни уравнения (3.4), соответствующие положительным  
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корням невозмущенного уравнения C(k) = V. Представим какой-либо из корней kj(j = 1,2) уравнения (3.4) 
в виде: kj = Kj + dj, где Kj — соответствующий положительный корень невозмущенного уравнения. Тогда 

можно показать, что ( )
~j

j j

i
K C K

d
′
ε

 при e → 0, следовательно полюс k1 подынтегрального выражения 

в (3.3) смещен в нижнюю полуплоскость, а полюс k2 в верхнюю. Поэтому при e → 0 полюс k1 надо обходить 
по бесконечно малой полуокружности в верхней полуплоскости, а полюс k2 по бесконечно малой полуо-
кружности в нижней полуплоскости (рис. 1).

В результате можно получить:

( ) ( ) ( )
( )

2

1 2 2 2 2
0

. . ,
G k dkiVw ih i T T v p

k V k

∞ 
 - = π + +
 π W - 

∫

( ) ( )
( )

( )2 2 21 1,2 ,
j

j
j k K

G k
T res j

k V k=
= - =

W -

где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши. В результате можно получить следующие 
выражения для волнового сопротивления DX и подъемной силы Y

( ) ( )
( )

2 2 2
2 2 0 0 0 0

0 0 1 2 2 2 2
0
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Источник мощности q0 моделирует затупленное полубесконечное тело шириной d, где q0 = Vd [19, 20]. 
Тогда окончательно имеем:
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В аналогичной постановке можно рассмотреть задачу о диполе с моментом m, находящемся под ледо-
вым покровом. Такой диполь, как известно, позволяет моделировать обтекание цилиндра радиуса 

2
ma

V
=

π
 [19, 20]. В результате выражения для волнового сопротивления DX и подъемной силы Y можно 

получить в виде:
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Рис. 1. Контур интегрирования в комплексной плоскости k

Fig. 1. Integration contour in the complex plane k
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4. Численные результаты и обсуждение

При больших значениях скорости потока V полюса Kj(j = 1,2) имеют асимптотики: 1 2~ ,gK
V

 2 ~ .AK V
B

 

Тогда соответствующие асимптотики величин Tj, Dj(j = 1,2) имеют следующий вид: для источника 1 4~ ,gT
V
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   Поэтому волновое сопротивление источ-

ника 2
0X gdΔ → r  при V → ∞, то есть имеет конечный предел, отличный от нуля. Волновое сопротивление 

диполя стремится к нулю DX → 0 при V → ∞.
В данной постановке подъемная сила Y как для источника, так и для диполя имеет конечный предел 

при V → V* справа, и стремится к бесконечности при V → V* слева, то есть функция Y(V) претерпевает раз-
рыв второго рода при V = V*. В самом деле, при V → V*, происходит слияние полюсов K1 и K2, причем если  
V > V*, то эти полюса расположены на действительной оси, если V < V* — на комплексной плоскости. Во-
прос о влиянии двух сливающихся полюсов на асимптотику Y(V) при V → V* можно исследовать, используя 
модельный интеграл

( ) 2  ,dxI a
x a

∞

-∞

=
-∫

где полюса сливаются при a = 0, и модельная функция ( ) ,I a
a

π
=

-
 a < 0 имеет бесконечный предел при  

a → 0 слева, и I(a) = 0, a > 0 имеет конечный предел при a → 0 справа.
На рис. 2–5 представлены результаты расчетов волнового сопротивления DX, подъемной силы Y источ-

ника (рис. 2, 3) и диполя (рис. 4, 5) в зависимости от скорости набегающего потока V и различных значений 
глубины погружения источника h. Для рис. 2–5 линия 1 – h = 5 м, линия 2 – h = 6 м, линия 3 – h = 7 м, 
линия 4 – h = 8 м. Остальные параметры расчетов, характерные для реальных морских условий, были сле-
дующие [2, 3, 7]: толщина льда l = 0,25 м, радиус цилиндра, моделируемого диполем a = 0,5 м, ширина за-
тупленного полубесконечного тела, моделируемого источником d = 1  м. Для этих параметров значение 

* 8,9  .V =
м
с

 Численные расчеты показывают, что по мере увеличения глубины погружения источника сило-

вое воздействие потока жидкости, возникающее из-за наличия ледяного покрова, уменьшается. Зависимо-
сти волнового сопротивления и подъемной силы от скорости набегающего потока жидкости демонстриру-
ют качественно разный характер поведения.

Рис. 2. Волновое сопротивление источника

Fig. 2. Source wave impedance
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Рис. 3. Подъемная сила источника

Fig. 3. Lifting force of the source

Рис. 4. Волновое сопротивление диполя

Fig. 4. Dipole wave impedance

Рис. 5. Подъемная сила диполя

Fig. 5. Lifting force of the dipole
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5. Заключение

В  работе построены аналитические решения, описывающие силовое воздействие потока бесконеч-
но глубокой однородной жидкости на локализованный источник, находящийся под ледяным покровом. 
Задача решена в плоской постановке. Получены выражения для волнового сопротивления и подъемной 
силы для точечного источника (моделирующего затупленное полубесконечное тело конечной ширины) 
и диполя (моделирующего цилиндр), которые возникают из-за наличия ледяного покрова и действуют на 
источник. Проведены численные расчеты силового воздействия, действующего на локализованный источ-
ник и диполь в зависимости от скорости набегающего потока и глубины погружения источника. Изучены 
зависимости волнового сопротивления и подъемной силы от скорости набегающего потока жидкости, ко-
торые демонстрируют качественно разный характер поведения. Волновое сопротивление источника при 
достаточно больших скоростях набегающего потока имеет конечный предел, отличный от нуля, при этом 
волновое сопротивление диполя стремится к нулю.

Подъемная сила как для источника, так и для диполя претерпевает разрыв второго рода при определен-
ных значениях скоростей потока жидкости. Полученные результаты позволяют провести расчет характе-
ристик возмущений ледяного покрова и его воздействия на различные источники возмущения природного 
и антропогенного характеров, наблюдаемых в реальных морских условиях, а также дают возможность оце-
нить силовые нагрузки от ледяного покрова, действующие на нелокальные источники различной физиче-
ской природы.
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