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НЕЛОКАЛЬНАЯ ГИДРОДИНАМИКА И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 
 

Решение современных проблем науки и техники требует выхода за пределы концепции 
сплошной среды и классической гидродинамики в частности. В ответ на эти требования 
на основе статистической механики, теории нелинейных операторных систем и методов 
теории адаптивного управления разработана нелокальная гидродинамика неравновес-
ных процессов. Включение самоорганизации и саморегуляции как необходимых эле-
ментов замыкания математической модели приводит к дискретным спектрам структур и 
структурным переходам в системе. Применение нового подхода к задачам обтекания и 
распространения волн позволяет описать те эффекты, которые невозможно объяснить в 
рамках классической гидродинамики. 

 
Ключевые слова: неравновесные процессы, нелокальность, память, самоорганизация, структура,  

многомасштабность, управление. 
 
 
Современные задачи гидродинамики связаны с такими процессами, как высокоско-

ростные движения тел, распространение ударных волн, турбулентные течения, течения 
сред со сложной внутренней структурой, перенос на очень малых и очень больших мас-
штабах, биологические процессы и пр. Характерной особенностью таких процессов яв-
ляется появление пространственных неоднородностей, масштабы которых никак не свя-
заны ни со структурой среды на микроуровне, ни с масштабами внешнего воздействия 
на систему. Использование гидродинамического описания таких неравновесных процес-
сов наталкивается на принципиальные трудности, обусловленные неприменимостью по-
нятий равновесной термодинамики и механики сплошной среды вдали от термодинами-
ческого равновесия. Основные уравнения классической гидродинамики, уравнения На-
вье-Стокса базируются на ньютоновой модели среды, согласно которой тензора вязких 
напряжений и градиента скорости пропорциональны друг другу. Эта пропорциональ-
ность согласуется с линейной термодинамикой необратимых процессов переноса, кото-
рая определяет линейные соотношения между термодинамическими силами (гидроди-
намическими градиентами) и сопряженными им потоками вблизи локального термоди-
намического равновесия, где эти градиенты невелики [1]. По мере роста градиентов гид-
родинамических полей, а также для сред со сложной внутренней структурой начинают 
проявляться неньютоновские эффекты: коэффициенты переноса, и в первую очередь 
вязкость, начинают зависеть от самих градиентов, связь между потоками и градиентами 
становится нелинейной. Далее в системе появляется память, и реакция системы стано-
вится целостной, нелокальной, когда она уже не складывается из отдельных частей в ви-
ду их активного взаимодействия [2]. Известные эмпирические модели, описывающие 
течения неньютоновских жидкостей [3], многофазных сред, пластические течения твер-
дых тел на основе локальных математических моделей имеют ограниченные области 
применимости и совершенно непригодны для динамических процессов. Известно, что 
макроскопическая реакция среды на воздействие, длительность которого много меньше 
времени релаксации системы к термодинамическому равновесию, определяется, скорее, 
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режимом нагружения и геометрией системы, чем ее молекулярным строением, как на-
пример, для турбулентных течений [4], а также сопровождается образованием новых 
структур и внутренних обратных связей [5]. Поскольку гидродинамический набор пере-
менных вдали от локального термодинамического равновесия является заведомо непол-
ным, предпринимались попытки перехода на более глубокие уровни описания, что тре-
бовало все более полного знания механизмов взаимодействия между элементами систе-
мы. Однако механизмы коллективного взаимодействия, которые играют принципиаль-
ную роль в динамических процессах, пока совершенно не ясны. Поэтому для конденси-
рованных сред строгая кинетическая теория так и не построена. Проблема обобщения 
уравнений классической гидродинамики на далекие от равновесия режимы течения на-
зрела давно, попытки в разных областях предпринимались уже полвека тому назад [6, 7], 
но фундаментальные результаты в этом направлении были получены только на строгой 
теоретической основе неравновесной статистической механики [2, 8]. Однако в силу ог-
ромного разрыва между концепциями традиционной механики сплошной среды и не-
равновесной статистической механикой в течение нескольких десятилетий эти результа-
ты пролежали никем не использованными. 

Таким образом, создание целостного подхода к макроскопическому описанию не-
равновесных процессов переноса в открытых системах с учетом самоорганизации и 
внутреннего управления является чрезвычайно важной проблемой. В последние годы на 
строгой статистико-механической основе создана гибкая математическая модель пере-
носа, которая единообразно описывает неравновесные процессы в жидкости и твердых 
телах; установлена связь структуры системы со статистическими моментами корреляци-
онной функции потоков; cформулирована задача определения спектра масштабов струк-
туры по граничным условиям; установлено, что вдали от равновесия роль температуры в 
уравнениях баланса играет дисперсия массовой скорости. Замыкание математической 
модели с помощью методов теории адаптивного управления позволило уменьшить чис-
ло эмпирических констант до одной [9–12]. 

Неравновесная статистическая механика и корреляционные функции. Как по-
казано в неравновесной статистической механике, общие уравнения баланса в условиях 
существенной неравновесности полностью не локализуются. Важнейший результат, по-
лученный в рамках неравновесной статистической механики, принадлежит Д.Н.Зубареву 
[8], которому методом неравновесного статистического оператора удалось получить 
наиболее общие определяющие соотношения между сопряженными термодинамически-
ми потоками J и силами G (градиенты макроскопических переменных). Эти нелинейные, 
нелокальные и запаздывающие соотношения справедливы на любых пространственно-
временных масштабах, без ограничений на степень неравновесности системы, но опре-
делены с вероятностью, которая тем меньше единицы, чем ближе характерные масшта-
бы процессов к микроскопическим. В частности, в рамках этих соотношений зависи-
мость компонент тензора напряжений J от сопряженных компонент тензора градиента 

массовой скорости или скоростей деформации 
t

∂ ∂=
∂ ∂
e u

r
 носит интегральный характер: 

( , ) ( , , , ) ( , )
t

V

t dt d t t t
t−∞

∂′ ′ ′ ′ ′ ′= ℜ
′∂∫ ∫
e

J r r r r r .                                          (1) 

Это значит, что состояние системы в точке r в момент времени t определяется в 
общем случае предысторией эволюции системы во всем объеме, занимаемом системой. 
Основное значение соотношений типа (1) заключается в том, что неравновесный стати-
стический ансамбль на микроуровне проектируется в конфигурационное пространство и 
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на ось времени, порождая неравновесную корреляционную функцию ),,,( tt ′′ℜ rr . Эта 
меняющаяся в процессе деформирования весовая функция определяет влияние нело-
кальных эффектов – эффектов коллективного взаимодействия – на макроскопическое 
поведение среды в неравновесных условиях.  

Рассмотрим неравновесный процесс переноса импульса, для которого его поток 
определяется нелокальным выражением (1). Пусть для простоты импульс распространя-
ется вдоль одной оси x; тогда для продольной компоненты потока импульса имеем 

ω( ) ( )

0

0 0

0

4
( , ) (λ µ) ( , ; , ) ;

3

,
,

ω( ) ; ( ) ,
,

,

t t

r r

t t

R

t
R R

dt dx u
J x t t t x x

t l x

udt udt
t t t

t t
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udt

Ω

−∞

′ ′ ∂′ ′= − + ℑ
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
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

∫ ∫

∫ ∫
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                             (2) 

где корреляционная функция для продольной компоненты потока импульса 
1 1 ( , ; , )r rt l t t x x− − ′ ′ℑ  нормирована на единицу по бесконечным пространственно-временным 

областям; λ – коэффициент объемной вязкости; µ – коэффициент сдвиговой вязкости; tR 
– характерное время нагружения; tr – характерное время релаксации; r rl Ct= – характер-

ная длина релаксации. При конечном суммарном импульсе верхний предел интегриро-
вания по времени ω(t) не может превышать время нагружения – время передачи импуль-
са среде Rt , а по пространству возмущения не могут распространяться быстрее скорости 
переноса импульса u  и поэтому не сразу достигают границ Г. Значит, область интегри-
рования по пространству – область пространственных корреляций на начальной стадии 
процесса − имеет движущуюся границу Ω(t).  

Скорость переноса импульса /u dx dt=  может быть разделена на две части: 
u U v= + , где первая компонента определяет фазовую скорость распространения коле-
баний, а вторая компонента − массовую скорость /mv = ρJ , максимум которой в силу 

дисперсии среды движется с групповой скоростью. В длинноволновом пределе фазовая 
скорость упругих волн постоянна и совпадает с равновесной скоростью звука в среде C . 
Тогда constU C→ =  и u С v= + . В противном случае эта процедура некорректна, по-
скольку одного уравнения баланса импульса недостаточно для определения сразу двух 
независимых скоростей. Коэффициенты вязкости связаны с упругими модулями соот-

ношением: 
4 4

λ µ ( )
3 3 rK G t+ = + , где K − объемный модуль упругости; G − упругий мо-

дуль сдвига Гука. Поскольку в конденсированной среде сдвиговые степени свободы ре-
лаксируют много быстрее, чем объемные, на больших пространственно-временных 
масштабах сдвиговые степени свободы можно не рассматривать. Уравнение (2) для мас-
совой скорости v  без учета сдвига принимает вид 

ω( ) ( )

1

0 0

( , ) ( , ; , ) ;

, ,
ω( ) ; ( )

, , .

t t

r
r r

R

R R

dt dx v
J x t Kt t t x x

t l x

t t t Ct Сt
t t

t t t Ct

Ω′ ′ ∂′ ′= − ℑ
′∂

< < Γ = Ω = ≥ Γ ≥ Γ

∫ ∫
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В физической акустике принято вводить волновые безразмерные переменные: 
1

ζ , ξ
R

x x
t

t C L
 = − = 
 

. Уравнения переноса массы и импульса для одномерного движения 

в полупространстве в безразмерной форме, где новые переменные отнесены соответст-
венно к tR и характерному макроскопическому масштабу L , запишутся в виде 

ρ 1 ρ 1
0, 0

ζ ζ

v v v p p

C C

∂ ∂ ε ∂ρ ∂ ∂ ε ∂− + = ρ − + =
∂ ∂ τ ∂ξ ∂ζ ∂ζ τ ∂ξ

.                             (3) 

Шаровая компонента тензора напряжений – давление − примет вид 

0

, 1
( , , , ; , ) , ( )

1, 1

Ct

o

v v
p K d d

C C

ω ζ ζ < τ ∂ ε ∂′ ′ ′ ′= − ξ ζ ℑ ζ ζ ξ ξ τ ε − + ω ζ =  ′ ζ ≥∂ζ ∂ξ  
∫ ∫ .           (4) 

В уравнениях (3) введены безразмерные масштабные параметры, характеризующие 

режимы переноса импульса по времени и пространству r

R

t

t
τ = , rCt

L
ε = .  

Покажем, что уравнение сохранения импульса (3), в котором интегральное выра-
жение для потока импульса изначально не разделяется на конвективную (обратимую) и 
диффузионную (необратимую) части, позволяет описать все режимы и механизмы пере-
носа импульса, включая волновые процессы. 

Начальная стадия замороженной релаксации (характерные параметры 
, 0τ → ∞ ε → ) отвечает условиям, когда можно приближенно считать, что на некотором 

промежутке времени корреляционная функция, согласно гипотезе Боголюбова, сохраня-

ет свое начальное значение ( )0
( , , , ; , ) (ζ ζ ; )CW ,ε→′ ′ ′ ′ℑ ζ ζ ξ ξ τ ε →ρ τ δ ξ − ξ , 

(ζ ζ ; ) K constCW , τ→∞
′ρ τ → = , а процесс переноса еще обратим. Для упругих колебаний 

в среде выполняются условия / 1v C << , 1 0/ 1ρ ρ << , где 1ρ  – поправка к плотности 

0 constρ =  ( 0 1ρ = ρ + ρ ). Линеаризация уравнений переноса (3) вблизи невозмущенного 

состояния приводит в первом приближении к тождественному удовлетворению уравне-

ния переноса импульса и равенству 1

0

v

C

ρ =
ρ

, а напряжение (для полупространства его 

шаровая компонента – давление) 

2
0 0 0 0

0

( , ; ) K
o

v
p C d W C dv Cv C e e

ζ ζ∂′ ′= ρ ζ ζ ζ τ = ρ = ρ = ρ =
′∂ζ∫ ∫ .                         (5) 

Уравнение (5) представляет собой уравнение состояния упругой среды, откуда сле-
дует, что константа 2

0K C= ρ  и по смыслу является упругим модулем всестороннего сжа-

тия среды. Уравнения переноса (3) сводятся к волновому уравнению, что соответствует 
волновому механизму переноса. На начальной стадии переноса импульса в любой среде 
еще отсутствует диссипация механической энергии в тепло и процесс является обрати-
мым, о чем свидетельствуют многочисленные экспериментальные исследования [13].  

На конечной стадии релаксации, когда память и нелокальность пренебрежимо ма-
лы − 0, 0, / 1τ → ε → ε τ >>  − устанавливается медленный квазистационарный процесс, 
для которого / 1v C << , а скорость распространения малых возмущений считается бес-

конечной. При этом переменные 
1

,
R R

x t x
t

t C t L
 ζ = − → ξ = 
 

, сводятся к безразмерным 
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координате и времени. Корреляционная функция становится δ -образной: 

( ) ( )0
0

( , ; , ; , )rt t x x t t t x xτ→
ε→′ ′ ′ ′ℑ ε →δ − δ − . Вблизи термодинамического равновесия в от-

сутствие эффектов нелокальности и памяти получаются обычные соотношения линей-
ной термодинамики необратимых процессов между термодинамическими силами (мак-
роскопическими градиентами) и потоками [1]. В силу принципа аддитивности, справед-
ливого в отсутствии коллективного взаимодействия, из шаровой части тензора выделя-
ется обратимая компонента в виде гидростатического давления. В отличие от упругого 
сжатия в гидродинамическом пределе гидростатическое давление является членом по-
рядка (1)O , тогда как объемная вязкость появляется в шаровой компоненте тензора вяз-

ких напряжений, которая имеет порядок 11 ( )P O= ε : 

( ) ( )

0
11 0 0

0

0
0 00

0

( , ; , ; , )

.

t

o

t

o

v
P C dx dt t t x x

x

v v
C dx dt t t x x C

x x

Γ
τ→
ε→

Γ
τ→
ε→

∂′ ′ ′ ′= −ρ ε ℑ τ ε →
′∂

∂ ∂′ ′ ′ ′→ −ρ ε δ − δ − = −ρ ε
′∂ ∂

∫ ∫

∫ ∫

                         (6) 

Заметим, что в гидродинамическом пределе под интеграл входит только градиент 
скорости, первое слагаемое в (4) исчезает, а второе определяет модель ньютоновской 
жидкости, лежащую в основе классической гидродинамики и уравнений Навье-Стокса. 
Подстановка соотношения (6) в уравнение переноса импульса (3) приводит к уравнению 
диффузии импульса. С учетом сдвиговой компоненты импульса получаем 

0

4
( )

3

u u

t x x

∂ ∂ ∂ ρ = λ + µ ∂ ∂ ∂ 
. 

Таким образом, при длительном достаточно интенсивном нагружении любая сис-
тема ведет себя, как жидкость, независимо от начальной структуры, поскольку началь-
ные корреляции в среде теряются. Ясно, что для твердого тела требуется очень большая 
нагрузка для того, чтобы такая реакция проявилась. Это давно известное свойство твер-
дых тел – пластичность. Наиболее выражена пластичность материалов, которые счита-
ются вязкими. Однако даже хрупкие материалы могут течь, как например, очень мед-
ленно текут ледники. Итак, все это означает, что начальная реакция любой среды на 
внешнее воздействие будет упругой, а конечная стадия – диссипативной. 

На промежуточной стадии процесса R rt t t≃ ≃ , когда пространственные масштабы 
корреляции конечны, 1ε ≃ , и нелокальностью, отражающей эффекты коллективного 
взаимодействия, как и памятью, нельзя пренебречь, перенос сочетает в себе механизмы 
волнового и диффузионного переноса, которые уже не дают аддитивные вклады в урав-
нение, и помимо них включают эффекты самоорганизации новых структур на промежу-
точном мезоскопическом уровне. Наиболее общим механизмом переноса импульса яв-
ляется группа нелинейных затухающих волн, которая расплывается как волновой пакет. 
Эволюция внутренней структуры среды определяет реакцию системы на внешнее на-
гружение. Такое описание процесса позволяет проследить изменение механизмов пере-
носа в зависимости от изменения параметров структуры среды. В предельных случаях, 
когда эффекты внутренней структуры не дают вклада в макроскопическую реакцию, 
среда считается бесструктурной, а ее поведение адекватно описывается классической 
механикой сплошной среды. Следовательно, при описании динамических процессов, 
процессов высокоскоростного движения тел в конденсированной среде ударно-
волновых процессов, необходимо включать в описание системы эволюцию ее внутрен-
ней структуры посредством учета эффектов памяти и пространственной нелокальности, 
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согласно определяющему соотношению (4), в котором поведение параметров корреля-
ций заранее неизвестно. Появление пространственно-временных корреляций в среде 
приводит к невозможности использования классического аппарата дифференциальных 
уравнений для описания неравновесных процессов.  

Итак, даже фазовое состояние среды может быть выражено в терминах неравно-
весной корреляционной функции. Эффекты нелокальности и памяти – плата за неизбеж-
ную неполноту описания неравновесного процесса, когда в нем участвуют сразу не-
сколько масштабных уровней, обмен между которыми неизвестен. В процессе релакса-
ции уравнения баланса импульса меняют свой тип от гиперболического, через интегро-
дифференциальные, до параболического. При этом соотношение (4) в зависимости от 
траектории процесса может описывать как необратимые процессы переноса импульса 
(6), так и обратимые процессы (5), когда система возвращается в исходное состояние 
почти без потерь на диссипацию.  

Самоорганизация в открытой системе вдали от равновесия. Корреляционная 
функция , ; )( ′ℑ ζ ζ ξ  в соотношении (4) представляет собой нелинейный функционал гра-
диента скорости и в общем случае не известна. Поэтому единственная возможность пре-
одоления данной трудности заключается в построении на основе общих принципов ин-
вариантности и асимптотики гибкой математической модели, зависящей от функцио-
нально связанных с градиентами параметров. Для этого требуется сначала понять смысл 
первых статистических моментов корреляционной функции. 

Покажем, что первые моменты корреляционной функции имеют физический 
смысл, связанный с новыми линейными масштабами динамической структуры среды. 
Разложим подынтегральную функцию в ряд Тейлора по градиентам в окрестности точки 

′ζ = ζ : 

( ; )J ξζ =
( ) 2 3

0 1 22 3
0

1
( , ; ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ...

2

v v v v
d k k k

ω ζ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ζ ℑ ζ ζ ξ ζ = ζ ξ ζ + ζ ξ ζ + ζ ξ ζ +
′∂ζ ∂ζ ∂ζ ∂ζ∫  

Коэффициенты разложения по градиентам представляют собой моменты корреля-
ционной функции ( , ; )′ℑ ζ ζ ξ . В длинноволновом пределе моменты имеют физический 
смысл, связанный с масштабными волновыми характеристиками. Момент нулевого по-
рядка k0 определяет эффективную вязкость структурированной среды, в том числе тур-
булентную. Момент первого порядка 

ℑ
′ζ − ζ = θ  вводит в систему новый характерный 

масштаб, определяющий запаздывание волнового фронта по фазе (в векторном случае – 
это характеристика преломления) за счет эффектов коллективного взаимодействия при 
интенсивном внешнем воздействии на систему. Это соответствует излучению некоторой 
волны при внешнем воздействии на систему. Момент второго порядка k2( ; )ζ ξ  = 

2 2( ) 2′ζ − ζ = τ − ζθ , определяющий временную дисперсию функции распределения 

временных корреляций при 0ζθ = , привносит в систему еще один характерный масштаб 
– среднее время корреляций волновых процессов в среде.  

Вдали от границ системы первые моменты корреляционной функции перестают за-
висеть от волновой переменной, сохраняя лишь зависимость от второй медленной пере-
менной – пространственной координаты. При этом они приобретают смысл характерных 
размеров структуры эволюционирующей системы.  

Гибкая модель корреляционной функции в приближении первых моментов, сохра-
няющая интегральный характер соотношения (4), меняет тип уравнений баланса в зави-
симости от внешнего воздействия − от гиперболического на начальной стадии процесса 
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до параболического на конечной диссипативной стадии − и на больших временах совпа-
дает с моделью для стационарного равновесного состояния системы [9–12]: 

( )2

0
2( , ) 'exp ( )

k v
d

ζ

−∞

 ′π ζ − ζ + θ ∂  ′ζ ξ = ζ − ζ  ′τ τ ∂ζ  
∫J . 

Введенные в модель параметры структурной эволюции в общем случае не совпа-
дают с первыми моментами корреляционной функции, но легко позволяют их вычис-
лить. Важно отметить, что параметры модели нельзя просто подобрать − это не констан-
ты среды, а функционалы самих неизвестных макрополей. Граничные условия, или ус-
ловия внешнего воздействия, на систему накладывают взаимосвязь между параметрами 
корреляций. А поскольку эти соотношения в общем случае нелинейны, возникает мно-
жественность значений этих параметров. В квазистационарных процессах граничные 
условии, наложенные на систему, определяют дискретный спектр масштабов структуры 
системы. Появление многомасштабности в неравновесных процессах вместе с нелиней-
ностью является необходимым условием синергетического стуктурообразования или 
самоорганизации. За счет самосогласованного замыкания интегро-дифференциальных 
уравнений баланса в системе появляется внутренняя обратная связь. Для формулировки 
этих замыкающих соотношений предлагается использовать методы теории нелинейных 
операторных систем и методы теории адаптивного управления.  

Эволюция структуры системы и саморегуляция. Оставшаяся часть степеней 
свободы релаксирует по своим внутренним закономерностям, которые могут быть опи-
саны методом скоростного градиента, разработанного в теории адаптивного управления 
сложными системами [14]. Метод основан на стремлении системы эволюционировать в 
соответствии с выбранным функционалом цели, аналогично интегральным вариацион-
ным принципам в механике. В качестве функционала цели выбирается интегральное 
производство энтропии в волне при высокоскоростном движении [15]: 

( )2( )

0
2

0 0

( ) 'exp ( )
k v v

S d d
ω ζ∞  ′π ζ − ζ + θ∂ ∂  ′ξ = ζ ζ − ζ  ′τ ∂ζ τ ∂ζ  

∫ ∫ɺ . 

Поскольку интегральное производство энтропии меняется медленнее, чем сами 
макрополя в волновом фронте, то и процесс эволюции структуры среды должен харак-
теризоваться большим масштабом, чем масштаб фронта. В системе появляется вторая 
«медленная» координата ξ , которая определяет темп структурной эволюции системы. 

Согласно методу скоростного градиента [14], эволюция параметров структуры ( ),s = τ θ  

описывается нелинейной системой дифференциальных уравнений Sgs s
ɺɺ ∇−= , которая 

определяет эволюцию параметров по медленной координате. При этом оказывается, что 
эволюция структуры отвечает известному принципу Глансдорфа-Пригожина [1], сфор-
мулированного в теории диссипативных процессов переноса: 

( ) 0
2

≤∇−=∇= SgsSS ss
ɺɺɺ

ɺɺ . 

Метод скоростного градиента задает скорость спуска по этим траекториям в зави-
симости от константы эволюции g > 0, которая уже характеризует индивидуальные 
свойства системы и позволяет найти коэффициенты переноса среды с эволюционирую-
щей структурой. 
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Неравновесные процессы в водных системах. Комплекс сложных физико-
химических процессов, протекающих в водных системах, характеризуется следующими 
особенностями: взаимообусловленностью большого числа одновременно протекающих 
процессов; иерархией пространственных и временных масштабов конвекции, диффузии, 
турбулентности и т.д.; нелинейностью; нелокальным взаимодействием компонентов; 
возникновением разномасштабных флуктуаций параметров; разнообразными резонанс-
ными явлениями; появлением стратификации по ряду параметров; развитием диссипа-
тивных и волновых структур и структурных переходов; сложной криволинейной формой 
границ; динамическими условиями на границах взаимодействия различных сред (на-
пример, океана и атмосферы). 

Все эти особенности присущи процессам переноса вдали от термодинамического 
равновесия, для которых линейная термодинамика необратимых процессов уже некор-
ректна.  

Интересно отметить, что даже такой медленный процесс, как сезонный ход темпе-
ратуры в крупных водоемах (это давно заметили гидрофизики), представляет собой ди-
намический неравновесный процесс, который даже в среднем не описывается уравнени-
ем теплопроводности. В среде возникает стратификация с немонотонным поведением 
температуры, а в областях с наибольшими градиентами температуры обнаружена значи-
тельная температурная дисперсия. Это свидетельствует о генерации крупномасштабных 
флуктуаций или пульсаций макрополей, которые предшествуют конвекции. Без учета 
этих флуктуаций общий баланс энергии не удовлетворяется, поскольку теплосодержа-
ние воды существенно отстает от суммарной солнечной энергии, падающей на поверх-
ность за то же время [16]. 

Движение тел в системах со сложной внутренней структурой непременно приводит 
к возникновению эффектов нелокальности и памяти. Сравнение результатов по трению 
на поверхности обтекаемых тел для простейших тестовых задач показывает, что появле-
ние этих эффектов в задачах обтекания ведет к снижению трения в переходных режимах 
по сравнению с движением в ньютоновской среде с той же эффективной вязкостью. На 
рис. 1 приведены расчеты временной зависимости трения на поверхности пластины, 
движущейся в вязкой жидкости, на ос-
нове классической и нелокальной гид-
родинамики. Из графика видно, что на 
малых характерных временах, где нью-
тоновская модель среды приводит к 
сингулярному поведению трения (верх-
няя кривая), нелокальная модель дает 
конечные значения трения. Более того, в 
зависимости от параметров режима 
можно уменьшить трение до любого за-
данного значения. Это происходит за 
счет волновой компоненты напряжения, 
имеющей знак, обратный вязкому тре-
нию (см. (4)). Следовательно, поддер-
жание оптимального режима движения 
тела при возникновении эффектов 
структурирования сокращает потери на 
трение. Решение задачи на частично 
внешнее и частично внутреннее управ-
ление позволит найти оптимальный ре-
жим движения тела. 

 
 
Рис. 1. Нелокальное трение при различных  
значениях параметров. 
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Распространение коротких импульсов в конденсированных средах. Процесс 
распространения коротких импульсов умеренной интенсивности в конденсированной 
среде инициируется ударом со скоростью 0V C≪ . При этом скорость переноса импульса 

может быть корректно разделена на скорость волны и массовую скорость: 
,U C v v C= + ≪ . Перенос массы в этом случае осуществляется только конвективным 

механизмом. Положим, что плоский удар по полупространству породил продольную не-
стационарную волну, которая распространяется вдоль оси x . Для коротких ударов ре-
лаксация сдвиговых степеней свободы играет важную роль, и вместо скорости объемно-

го звука надо вводить скорость продольного звука 2
0

0

4

3l

G
C C= +

ρ
. В этом разделе фи-

гурирует только продольная скорость звука, поэтому нижний индекс далее будет опус-
каться. Именно за счет сдвиговой релаксации появляется упругий предвестник, распро-
страняющийся со скоростью продольного звука, которую можно принять за фазовую 
скорость волны. При превышении упругого предела формируется двухволновая струк-
тура, за предвестником образуется пластический фронт, максимум которого распростра-
няется с групповой скоростью, меньшей скорости продольного звука. В результате в 
процессе распространения нестационарной волны от поверхности удара пластический 
фронт отстает от упругого предвестника, а упругий предвестник релаксирует. Со време-
нем может установиться квазистационарный режим, который характеризуется постоян-
ными значениями скорости и формой пластического фронта, а также высотой упругого 
предвестника. Вплоть до настоящего времени не построено ни одной достаточно стро-
гой и последовательной теории, которая адекватно бы описывала эти процессы в ходе 
формирования фронтов в зависимости от скорости и времени деформирования.  

В динамических процессах практически всегда можно выделить переменную, ко-
торая характеризует наибольшее изменение интересующей нас величины, в данном слу-

чае − массовой скорости: 
∂ ∂ε
∂ζ ∂ξ
≫ . Разделение характерных масштабов следует счи-

тать неотъемлемым признаком сильнонеравновесного процесса.  
В переходных режимах, когда предел упругости превышен, но диссипативные про-

цессы еще не сформировались, определяющее соотношение для напряжения (4) должно 
оставаться интегральным. Если пренебречь продольными производными, считая 1ε≪ , 
то получим выражение для эволюционирующего профиля скорости, который определя-
ется значением параметра τ : 

( )2

2
exp 0

o

v
v d

ω  ′π ζ − ζ + θ ∂ ′− ζ − =  ′τ ∂ζ  
∫ .                                       (7) 

В упругом пределе при , 1τ → ∞ ζ <  уравнение (7) обращается в тождество. Для 
конечных значений параметров ,τ θ  решение уравнения (7) определяет напряжение че-
рез скорость деформации, которое в свою очередь определяет новый профиль скорости, 
сдвинутый вперед по оси x . Если ускорение при ударе (скорость деформации отличает-

ся от него на множитель 1C− ) считать постоянной величиной 1
v∂ =

∂ζ
, то решение уравне-

ния (7) в первом приближении дает явное выражение для напряжения, отнесенного к 

0 0CVρ  [16]: 
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( )

( ) ( )

, 1;
2

1
, 1.

2

erf erf

erf erf

  π ζ − ϑτ πϑ+ ζ <   τ τ  Π = 
 π ζ − ϑ π − ζ + ϑτ + ζ ≥   τ τ 

                        (8) 

Оператор в (7) является оператором эволюции, который позволяет описать процесс 
нагружения и релаксации напряжений на всей оси x  и во всем диапазоне режимов − от 
упругого предела до гидродинамики. 

Поскольку при постоянном ускорении деформация растет со временем e= ζ , вы-
ражение (8) для случая неограниченного времени нагружения в явном виде дает зависи-
мость напряжения от деформации (рис. 2). Линейная зависимость напряжения от дефор-
мации в упругой области пороговым образом переходит в зависимость от скорости де-
формации, соответствующую гидродинамическому режиму, который достигается при 
длительном нагружении. Переход к гидродинамике определяется параметрами ,τ θ . 
Формула (8) содержит зависимость пределов упругости и текучести от скорости дефор-
мации, а также от внутренних параметров среды.  

 

 
Рис. 2. Диаграмма «напряжение–деформация» при постоянном ускорении  

и при θ = 2 для различных значений параметра  
τ = 0.1 (нижняя линия), 0.5, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 100 (верхняя прямая). 

 
Если нагрузка (скорость деформации) длится конечное время, то работает второй 

случай (8), который описывает процесс релаксации напряжений с учетом памяти 
(рис. 3). В этом случае формула (8) описывает процесс формирования двухволнового 

0 2 4 6 8 10
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
9.946

0

v_01__2 ζ N1( )
v_05__2 ζ N1( )
v_1__2 ζ N1( )
v_2__2 ζ N1( )
v_3__2 ζ N1( )
v_4__2 ζ N1( )
v_5__2 ζ N1( )
v_10__2 ζ N1( )
v_100__2 ζ N1( )

100 ζ N1

9.946Π 

ζ 



А.А. Родионов, Т.А. Хантулева 

 32 

фронта. Из рис. 4 видно, что в момент снятия нагрузки обрывается упругая часть фрон-
та, называемая упругим предвестником, за которым плавно поднимается пластический 
фронт, который образуется за счет инерционных эффектов и определяет релаксацию на-
пряжения после снятия нагрузки. В зависимости от параметров ядра процесс релаксации 
может быть монотонным и немонотонным. Вблизи гидродинамического предела, где 
запаздывание пренебрежимо мало, напряжение после снятия нагружения будет моно-
тонно затухать. При достаточно больших временах запаздывания и релаксации ,τ θ  по-
сле снятия нагружения сверх предела упругости напряжение будет продолжать расти по 
инерции, пока не достигнет максимального значения, соответствующего скорости удара 

0 0CVρ  или единице (в безразмерных переменных). В области больших τ  инерционные 
эффекты позволяют волне набрать максимальную амплитуду, заданную скоростью уда-
ра уже после снятия нагрузки. Увеличение напряжения без нагрузки принято считать 
упрочнением твердого материала. При продвижении в сторону гидродинамического ре-
жима этого эффекта не наблюдается и напряжение сразу же после снятия нагрузки на-
чинает спадать. Часть фронта волны, следующую за упругим предвестником, называют 
пластическим фронтом. Его ширина и форма полностью определяются значениями па-
раметров релаксации и запаздывания ,τ θ . Параметр запаздывания ϑ  характеризует 
временную ширину пластического фронта. Величина, обратная производной от пара-
метра запаздывания /∂θ ∂ξ  по продольной координате, определяет групповую скорость 
волнового пакета и может быть принята в качестве скорости пластического фронта. По-
скольку экспериментально установлено, что скорость пластического фронта меньше 
скорости распространения упругого предвестника и приближается со временем к скоро-
сти объемного звука, величина параметра запаздывания ϑ  должна расти со временем, 
причем скорость его роста характеризует отставание пластического фронта от упругого 
предвестника. С ростом скорости удара значения параметров ,τ θ  уменьшаются, при-
ближаясь к гидродинамической области, где появляется диссипация и сильно растет 
производство энтропии. Если найти точку максимума производства энтропии на фазо-
вой плоскости параметров ,τ θ , то достижение этой точки при ударе можно считать ди-
намическим критерием разрушения материала. При этом критическое напряжение будет 
зависеть от скорости удара, скорости деформации или времени взаимодействия, а также 
свойств материала до удара. 

На рис. 5 изображены профили скорости для импульсов различной длительности, 
где задний фронт задан условиями разгрузки. В отличие от области сжатия на переднем 
фронте идет область растяжения, величина которого зависит от параметров ,τ θ .  

Термодинамика такого неравновесного процесса характеризуется соотношением 

0

i

v
d S

∞ ∂ζΠ = ∆ − ∆Ε
∂ζ∫ .                                            (9) 

Работа по деформированию среды, совершаемая волной (левая часть равенства), 
определяется формой профиля скорости, а потому зависит от пути интегрирования. Если 
она положительная, то согласно первому и второму началам термодинамики, она соот-
ветствует диссипации кинетической энергии волны в среде за счет вязкостных эффектов 
и в этом случае определяет производство энтропии в среде после прохождения волны 

0i S∆ > . Если работа дает отрицательную величину, то она определяет увеличение по-

тенциальной энергии в среде 0∆Ε > , запасенной в ее внутренней структуре промежу-
точного масштабного уровня между макро- и микроскопическим масштабами. Синерге-
тическое формирование новой внутренней структуры среды происходит внутри волны, 
где эти структуры динамические, вихре-волновые или пульсационные. За волной часть 
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этих структур остается «вмороженной» в среду и обнаружена экспериментально [18]. 
При этом внутри волны пульсации скорости могут либо передавать свою энергию в теп-
ло за счет хаотизации и дробления динамических структур, либо в резонансных услови-
ях могут запасать потенциальную энергию в виде новых пространственных структур за 
волной. В обоих случаях процесс переноса импульса волной был необратимый. Эффект 
возникновения запасенной энергии прослеживается в литературе в течение полутора 
столетий, но до сих пор не был объяснен. Когда переноса массы нет, не будет ни изме-
нения энергии за волной, ни производства энтропии 0i S∆ = ∆Ε = . Это условие выполня-

ется только в упругом пределе, когда процесс полностью обратимый.  
Вид поверхности производства энтропии для импульса конечной длительности в 

фазовом пространстве системы представлен на рис. 6. По поверхности спускаются тра-
ектории эволюции состояния среды, удовлетворяющие уравнениям скоростного гради-
ента. На этой поверхности выявлена область отрицательных значений, которая возника-
ет тогда, когда запаздывающий фронт накладывается на спадающий задний фронт на-
грузки. Такой резонанс может приводить к синергетическому образованию вихре-
волновых структур, которые были обнаружены в экспериментах по ударному нагруже-
нию твердых тел [18]. 

 

 
Рис. 3. Релаксация напряжений после снятия нагрузки  

с постоянной скоростью деформации и параметрами θ = 0.5,  
τ = 0.1 (нижняя линия), 0.5, 1, 2, 5, 10, 100 (верхняя прямая). 
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Рис. 4. Процесс релаксации упругого предвестника при θ = 20  

в зависимости от параметра релаксации τ. 
 
 

 
 

Рис. 5. Эволюция конечного импульса в процессе его распространения. 
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Рис. 6. Траектории спуска по поверхности производства энтропии. 
 
 

*** 
Таким образом, в рамках нелокальной гидродинамики удается описать совокуп-

ность реальных эффектов, сопутствующих течениям сложных сред и распространению 
нелинейных волн в экстремаьлных условиях. Применение аппарата нелокальной гидро-
динамики для решения прикладных проблем должно позволить выбрать оптимальные 
значения определяющих параметров в задачах высокоскороствного движения объектов, 
формирования вынутренней структуры или разрушения твердых тел, самоорганизации 
сложных, в том числе многофазных, сред и др. 

Новые подходы на стыке различных дисциплин уже сейчас позволяют разрешить 
ряд фундаментальных проблем, которые ставит перед наукой развитие современной 
техники и технологии. Поэтому понятно, что для предсказания переходов от одного ре-
жима к другому, катастрофического изменения макроскопических свойств системы, ее 
разрушения эмпирические модели непригодны, необходимо использовать новые резуль-
таты, полученные в смежных областях науки. 
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