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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ УЕДИНЕННЫХ ВНУТРЕННИХ ВОЛН  

МАЛОЙ АМПЛИТУДЫ 

 

 
Выполнено исследование взаимодействия солитонов внутренних волн одной моды в 

стратифицированном океане, движущихся в одном направлении. Для анализа исполь-

зовано точное двухсолитонное решение уравнения Кортевега  де Вриза. Обсуждается 

роль этого процесса в динамике солитонной турбулентности. Показано, что при взаи-

модействии третий и четвертый моменты волнового поля, играющие важную роль в 

теории турбулентности как коэффициенты асимметрии и эксцесса, уменьшаются. По-

лученные результаты сопоставлены с линейной динамикой солитоноподобных им-

пульсов, для которых третий и четвертый моменты увеличиваются в момент столкно-

вения. 
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При наблюдениях внутренних волн в океане очень часто регистрируются уединен-

ные волны – солитоны или группа солитонов; сводка таких данных приведена, напри-

мер, в обзорах [1–3]. Их описание очень часто проводится в рамках уравнения Кортевега 

– де Вриза, справедливого для длинных (по сравнению с глубиной бассейна) волн малой, 

но конечной амплитуды (по сравнению с толщиной залегания пикноклина), вывод кото-

рого можно найти в ряде работ [4–7]. Сейчас активно сопоставляются данные наблюде-

ний солитонов c теоретическими предсказаниями, основанными на уравнении Кортевега 

– де Вриза [8–10]. Замечательным свойством уравнения Кортевега – де Вриза является 

его полная интегрируемость [11, 12], практическим приложением которой является до-

казанная устойчивость солитонов при взаимодействии друг с другом и волновыми паке-

тами. В результате наблюдаемое поле внутренних волн можно интерпретировать как ан-

самбль солитонов или солитонный газ. В общем случае из-за нестационарности океани-

ческих условий такой ансамбль можно рассматривать как случайный ансамбль солито-

нов внутренних волн. Выделение интенсивных солитонов из случайного поля внутрен-

них волн во многих случаях происходит «на глаз», поскольку их амплитуды иногда в 

разы превосходят амплитуды фоновых волн. В то же время слабые по амплитуде соли-

тоны не так заметны и их выделение не является простой задачей, если учитывать не-

стационарность и неоднородность гидрологических полей. Только в рамках уравнения 

Кортевега – де Вриза эта задача имеет строгое решение на основе метода обратной зада-

чи рассеяния [13–17], хотя это никогда не использовалось в практике внутренних волн. 

Популярным методом исследования случайного поля внутренних волн является его 

статистический анализ, основанный на функциях вероятностей и спектрах корреляцион-

ных функций. Достаточно упомянуть известные спектры Гаррета–Манка [4]. Их интер-

претация проводится в рамках теории слабой (волновой) турбулентности, основанной на 

представлении волнового поля в качестве набора слабовзаимодействующих (коррелиро-

ванных) спектральных компонент [18, 19]. В то же время уединенные волны-солитоны 

представляют собой сильнокоррелированные нелинейные образования и для них теория 
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слабой турбулентности не применима. Проблеме описания солитонного газа в настоя-

щее время уделяется большое внимание [20–26], при этом пока удается получить кине-

тическое уравнение только для параметров солитонов. В то же время для интерпретации 

натурных данных важно иметь статистические характеристики самого волнового поля: 

например, распределение экстремальных высот, свидетельствующее об опасности внут-

ренних волн. Экспериментально такие распределения находились для ряда районов Ми-

рового океана [27–29], но они не интерпретировались в рамках теоретической модели.  

Здесь мы рассмотрим элементарный акт солитонной турбулентности, а именно 

взаимодействие двух изолированных солитонов внутренних волн в однородной и ста-

ционарной среде. Основное внимание будет уделено влиянию нелинейных эффектов на 

моменты волнового поля вплоть до четвертого. 

Теоретическая модель. Наиболее строго уравнение Кортевега – де Вриза с ис-

пользованием асимптотической процедуры выведено в работах [4–6]. Приведем основ-

ные уравнения модели в приближении Буссинеска (изменения плотности по вертикали 

достаточно малы – типичное приближение для природных водоемов) и в пренебрежении 

вязкими процессами, а также не будем учитывать фоновые течения. В частности, если 

нет изменения характеристик среды по горизонтали, основным уравнением для двух-

мерного волнового потока является уравнение Кортевега  де Вриза  
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где (x, ) – вертикальное смещение изопикнической поверхности (поверхность равной 

плотности) от горизонтального уровня: 
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Здесь x – горизонтальная, а y – вертикальная (направленная вверх) координаты;  – вре-

мя; (y) – модовая функция внутренних волн, являющаяся решением задачи Штур-

маЛиувилля с нулевыми граничными условиями на дне и свободной поверхности (при-
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где H – глубина бассейна (начало координат связывается с водной поверхностью); N(y) – 

частота Вяйсяля–Брента (плавучести), определяемая через вертикальное распределение 

плотности воды 0(y): 
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где g – ускорение силы тяжести; с – собственное значение задачи Штурма–Лиувилля, 

определяющее скорость распространения длинных внутренних волн в линейном при-

ближении. Легко показать, что краевая задача (3) имеет дискретный спектр различаю-

щихся собственных значений [4], на чем мы не останавливаемся. В рамках данной моде-

ли каждая мода внутренних волн распространяется независимо, так что не будем в даль-

нейшем использовать индекс для выбора определенной моды внутренних волн. Факти-

чески уравнение (1) записано в системе отсчета, движущейся со скоростью с, так что ко-

ордината х есть х  c. Отметим также, что мы используем условие нормировки на 

функцию (y): max = 1, так что функция (x, t) описывает вертикальное смещение изо-

пикны в максимуме моды.  

Коэффициенты уравнения (1)  и  – соответственно коэффициенты нелинейности 

и дисперсии – определяются через вертикальное распределение плотности воды 
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Важно отметить, что уравнение Кортевега  де Вриза выводится для внутренних 

волн в океане с произвольной плотностной стратификацией, как непрерывной, так и 

многослойной. На практике достаточно использовать дискретный набор плотности воды 

на разных горизонтах, чтобы выполнить все вычисления коэффициентов уравнения Кор-

тевега  де Вриза. И наконец, если коэффициент дисперсии всегда положителен, то ко-

эффициент нелинейности может быть как положителен (пикноклин прижат ко дну), так 

и отрицателен (пикноклин около морской поверхности), а также обращаться в нуль 

(пикноклин находится посередине). В последнем случае необходимо продолжать асим-

птотическую процедуру и выводить расширенное уравнение Кортевега  де Вриза [5].   

Солитонные решения уравнения Кортевега – де Вриза. Прежде всего, перейдем 

к канонической форме уравнения Кортевега  де Вриза, используя замены 
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где L – характерный масштаб, например размер расчетной области, так что уравнение (1) 

записывается в полностью безразмерной форме (далее штрих у х опущен): 
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Естественно, что замена (7) имеет смысл при ненулевой нелинейности ( ≠ 0), что мы и бу-

дем предполагать, иначе задача становится линейной. Уже говорилось, что уравнение Кор-

тевега  де Вриза является полностью интегрируемым, так что его многосолитонные реше-

ния могут быть представлены в явном виде. В частности, односолитонное решение есть 
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определяемое двумя независимыми параметрами: амплитудой А и фазой x0 (начальное 

положение солитона). Двухсолитоное решение имеет вид [11, 12] 

 ),(ln2),(
2

2

tx
x

txu 



 ,                                                        (10) 

где 
2121 υυ2υυ

λ


 eee ,  
21

21λ
KK

KK




 ,      iiii tKxK ξ42υ 3                          (11) 

и ξi – фазы солитонов в начальный момент времени; Ki – обратная ширина солитона, i 

=1,2. Их смысл понятен, если мы воспользуемся асимптотическим представлением фор-

мулы (10) для случая, когда солитоны разделены в пространстве: 
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при этом предполагается, что первый солитон, имеющий бóльшую амплитуду (A1 > A2), 

находится позади второго (ξ2 >> ξ1). Тогда дополнительный фазовый сдвиг между соли-

тонами из-за нелинейного взаимодействия есть 

  
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Несмотря на относительно простую запись двухсолитонного решения, не очень-то 

много результатов известно для описания структуры волнового поля в момент взаимо-

действия. Еще в классической статье Лакса [30] отмечались три типа взаимодействия: 

1) 1 < A1/A2 < 2.62 – обменное взаимодействие, когда первый солитон в процессе 

догона отдает энергию малому второму солитону, так что последний вырастает до раз-

меров первого. В момент наибольшего сближения солитонов результирующее поле име-

ет двухгорбую форму с локальным минимумом между ними: 

21min AAu  .                                                              (14) 

2) A1/A2 > 3 – обгонное взаимодействие, когда первый солитон перегоняет второй, 

восстанавливая свою амплитуду. В момент обгона волновое поле имеет одногорбую 

структуру с максимумом 

21max AAu  .                                                              (15) 

Как видим, в этот момент у нас нет линейной суперпозиции солитонов, хотя внешне 

процесс происходит как в линейной теории. 

3) 2.62 < A1/A2 < 3 – промежуточная зона между обгонным и обменным взаимодей-

ствиями. 

Чтобы лучше понять роль нелинейных взаимодействий будем анализировать также 

процесс линейной интерференции солитонов, описываемый формулой (12). Конечно, это 

не есть полностью линейная задача, поскольку в линейной теории скорость импульса не 

зависит от амплитуды. Поэтому формула (12) не является решением линейной теории 

внутренних волн. Тем не менее, сопоставление нелинейной динамики в рамках (10) и 

эквивалентной линейной в рамках (12) представляется весьма важным. В сущности, в 

рамках (12) мы имеем дело с двумя частицами (их «массы» ii Kdxtxu 4),(  ), движу-

щимися с постоянными скоростями 
24 iK . В момент соударения массы частиц складыва-

ются, как и амплитуды волнового поля: 

21max AAu  .                                                              (16) 

 
Рис.1. Суммарное поле в линейном (1) и нелинейном (2) приближениях. 

1 – t = 14.3, 2 – t = 12.5. 

 



Пелиновский Е.Н., Шургалина Е.Г. 

 82 

Как видим, максимум волнового поля в линейном и нелинейном приближениях 

оказывается различным (ср. формулы (15) и (16)). Процесс обгона в рамках обоих при-

ближений иллюстрируется на рис.1 для случая А1 = 1 и А2 = 0.3. Обратим внимание, что 

максимальное значение амплитуды волнового поля достигается в разные моменты вре-

мени, и более быстро этот процесс происходит в рамках нелинейной теории. Последнее 

связано с фазовым сдвигом (13) между солитонами, возникающим из-за нелинейности. 

В случае обменного взаимодействия солитонов результирующее поле представлено 

на рис.2 для случая А1 = 1 и А2 = 0.9. И здесь солитоны в нелинейной теории взаимодей-

ствуют быстрее, чем в линейном приближении.  
 

 
Рис.2. Волновое поле в случае обменного взаимодействия. 

1 – t = 100, 2 – t = 74. 

 

Моменты двухсолитонного поля внутренних волн. Уже говорилось, что задача о 

взаимодействии двух солитонов может оказаться важной, чтобы понимать динамику со-

литонного газа, для которого доказано, что парные взаимодействия являются превали-

рующими [20, 23–25]. Обычно статистические поля характеризуют моментами волново-

го поля вплоть до четвертого: 


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 dxtxutM n

n ),()(        (n = 1, 2, 3, 4),                                       (17) 

и в принципе такой же анализ должен быть сделан для солитонного газа. Здесь мы рас-

смотрим элементарный акт взаимодействия двух солитонов с позиций теории моментов. 

Как известно, в силу интегрируемости уравнения Кортевега – де Вриза оно допус-

кает бесконечное число сохраняющихся величин – инвариантов (см., напр., [31]). Пер-

вые два инварианта имеют ясный физический смысл – сохранение объема вытесненной 

воды (массы) и волновой энергии, и они совпадают с моментами (14) для i = 1 и 2. В 

теории турбулентности они определяют среднее значение поля и его дисперсию, и их 

постоянство означает, что нелинейность не меняет эти важные характеристики волново-

го поля (во многих задачах нелинейность приводит к изменению среднего значения – 

так называемый процесс set-up). Однако в случае линейного взаимодействия импульсов 

(12) только первый момент сохраняется. Его величина в линейном и нелинейном при-

ближениях оказывается одинаковой и равной 

)(4),( 211 KKdxtxuM   .                                                     (18) 

Второй момент в случае двухсолитонного решения уравнения Кортега  де Вриза 

(10), как уже говорилось, также сохраняется и равен 
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В случае же взаимодействия импульсов (12) по линейному сценарию выражение (19) да-

ет начальное значение момента, и в дальнейшем он меняется (рис.3). Его изменение дос-

таточно сильное – около 60 %. 

Третий и четвертый моменты волнового поля, определяющие в теории турбулент-

ности асимметрию и эксцесс, не сохраняются для обоих случаев взаимодействия. Чис-

ленные расчеты, сделанные для двух солитонов с амплитудами А1 = 1 и А2 = 0.3, показа-

ли, что эти моменты убывают в момент взаимодействия для нелинейного взаимодейст-

вия и увеличиваются для линейного (рис.4, 5). 
 

 
Рис.3. Зависимость второго момента M2 от времени в случае двухсолитонного линейного (1)  

и нелинейного (2) взаимодействий (А1 = 1, А2 = 0.3). 

 

 
Рис.4. Зависимость третьего момента M3 от времени в случае двухсолитонного линейного (1)  

и нелинейного (2) взаимодействий. 

 

 
Рис.5. Зависимость четвертого момента M4 от времени в случае двухсолитонного линейного (1) и 

нелинейного (2) взаимодействий. 
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Вне зоны взаимодействия эти интегралы в обоих приближениях выходят на асим-

птотические значения, соответствующие невзаимодействующим солитонам: 

 5

2

5

13
15

168
KKM 


 ,                                                         (20) 

 7

2

7

14
35

3216
KKM 


 .                                                       (21) 

Изменения третьего и четвертого моментов значительны (особенно в линейном 

приближении), и, следовательно, взаимодействие двух солитонов сильно влияет на мо-

менты волнового поля, так что этот эффект может оказаться важным для понимания 

природы солитонной турбулентности. Физически уменьшение третьего и четвертого 

моментов для нелинейного взаимодействия можно объяснить уже упоминавшимся выше 

эффектом уменьшения амплитуды результирующего импульса в момент взаимодейст-

вия. Для линейного же, наоборот: амплитуда суммарного импульса значительно вырас-

тает, и это вносит огромный вклад в изменения третьего и четвертого моментов. 

На рис.6 представлено изменение величин третьего и четвертого моментов M /Mmax 

в зависимости от отношения амплитуд солитонов в случае нелинейного взаимодействия. 

Здесь M = Mmax  Mmin – разница между начальным и минимальным значениями момен-

тов. Полученные кривые подобны друг другу; они немонотонные и их максимум прихо-

дится на A1/A2  2.62, что соответствует переходной области между обгонным и обмен-

ным двухсолитонными взаимодействиями. Поэтому двухсолитонное взаимодействие с 

амплитудным соотношением, близким к критическому, вносит бóльший вклад в высшие 

моменты солитонной турбулентности. 
 

 
Рис.6. Зависимость M3 /Mmax (1) и M4 /Mmax (2) двухcолитонного нелинейного  

взаимодействия от отношения амплитуд солитонов A2/A1. 
 

 
Рис.7. Зависимость M3 /Mmin (1) и M4 /Mmin (2) для линейного взаимодействия  

двух импульсов от отношения амплитуд солитонов A2/A1. 



Взаимодействие … внутренних волн … 

 85 

На рис.7 представлена аналогичная зависимость для третьего и четвертого момен-

тов при линейном взаимодействии импульсов. Здесь minmax MMM   – разница между 

максимальным и начальным значениями моментов. Как и следовало ожидать, соответст-

вующие кривые являются монотонными, поскольку реализуется только обгонное взаи-

модействие. В предельном случае, когда амплитуды солитонов сравнивались, величины 

моментов выходят на асимптотические значения: M3/M3 = 3 и M4/M4 = 7, легко нахо-

димые из (17). Однако с приближением амплитуд солитонов друг к другу процесс обго-

на проходит за очень большое время. 
 

*** 

Итак, показано, что в процессе нелинейного взаимодействия двух солитонов внут-

ренних волн, распространяющихся в одну сторону, в отличие от первых двух моментов 

(масса и энергия) третий и четвертый моменты (имеющие отношение в теории турбу-

лентности к коэффициентам асимметрии и эксцесса) не сохраняются и уменьшаются. В 

то же время линейное взаимодействие двух солитонов ведет к увеличению всех момен-

тов, за исключением первого. Взаимодействие двух солитонов играет важную роль в 

теории волновой турбулентности и может рассматриваться как элементарный акт соли-

тонной турбулентности.  
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