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К ОЦЕНКЕ ВОЗДЕЙСТВИЯ ВДОЛЬБЕРЕГОВЫХ ВОЛН  
НА БЕРЕГОВЫЕ ОТКОСЫ  

ОТКРЫТЫХ МОРСКИХ И РЕЧНЫХ КАНАЛОВ 
 

Одним из характерных свойств вдольбереговых (краевых) волн является рост их 
высоты вблизи береговой линии. Это свойство особенно ярко проявляется у коротких 
вдольбереговых волн, математическое описание которых в линейном приближении 
впервые дал Стокс. Решение Стокса, обобщенное на случай наличия стационарного 
вдольберегового течения, использовано для оценки статической устойчивости и пере-
формирования берегового склона моря или откосов глубоких морских и речных кана-
лов. Оценка устойчивости береговых склонов неглубокого моря или каналов трапецеи-
дального или треугольного сечений, имеющих соизмеримые с длиной вдольбереговой 
волны поперечные размеры, выполнено на основе приближенного решения трехмерных 
волновых уравнений прямым методом Галёркина-Канторовича. Это решение, сохраняя 
трехмерную структуру волн над береговым склоном, приводит к результатам, легко ис-
пользуемым при инженерном проектировании. 

 
Ключевые слова: вдольбереговые волны, течение, глубина канала, деформация берега. 

 
 
Краткий анализ некоторых свойств вдольбереговых волн. Ветровые и кора-

бельные волны в относительно нешироких вытянутых водоемах и морских каналах, a 
также волны, вторгшиеся в устья рек со стороны моря, имеют в основном вдольберего-
вое направление. Самым характерным свойством этих волн является рост их высоты 
вблизи береговой линии, или, наоборот – уменьшение амплитуды волны, зафиксирован-
ной у берега, в сторону больших глубин. Это свойство вдольбереговых волн отражается 
в трех точных линейных решениях, принадлежащих Стоксу, Келланду и Макдональду 
[1]. Стокс рассмотрел распространение установившихся коротких волн вдоль берегового 
склона произвольного наклона, бесконечно уходящего в глубину моря. Келланду и Мак-
дональду принаддежат два точных решения для стоячих вдольбереговых колебаний во-
ды в каналах, имеющих треугольные поперечные сечения, с бортами, наклонными к вер-
тикали соответственно под углом 45 

и 60°. Здесь же следует отметить статью Хенсона 
[2], (в которой рассматриваются волны, образованные кораблем при его движении вдоль 
берегового склона, бесконечно уходящего в глубину моря под углом 30 и 45°), относи-
тельно недавние работы Константинa [3] и Джонсона [4] (математические решения ко-
торых для нелинейных вдольбереговых волн в водоводах с береговым склоном произ-
вольного очертания приводят к отличительным от остальных результатам для свободной 
поверхности краевых волн, трудно реализуемых для практического применения) и, в 
рамках теории мелкой воды, результаты Е.Н. Пелиновского [5], касающиеся поведения 
краевых волн с учетом вращения Земли. Отсутствие точных общих решений для корот-
ких прогрессивных волн в треугольном канале с произвольно наклонными откосами (не 
говоря уж о каналах трапецеидального поперечного сечения), разумеется, объясняется 
непреодолимыми математическими сложностями. 
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Кратко проанализируем те результаты вышеупомянутых точных частных решений, 
которые следует учитывать при  оценке устойчивости береговых склонов моря и кана-
лов. В первую очередь, отметим, что распространяясь вдоль берега, лишь волны малой 
крутизны могут обтекать наклонный берег без обрушения их кромки. Действительно, 
если приравнять решение Стокса для возвышения волновой поверхности η над спокой-
ным уровнем моря [1]: 

)cosexp( 0θ−=η kya                                                        (1) 

к координате z плоского наклонного дна, описываемого уравнением: 

0tanθ−= yz ,                                                            (2) 

то для определения вертикальной координаты η′ точки пересечения волновой поверхио-
сти воды с береговым склоном (т.е. максимальной высоты смачивания берегового отко-
са), получим трансцендентное уравнение 

)/(

)/ln(

cos2

tan

0

0

a

aa

η′
η′

θπ
θ=

λ
.                                                     (3) 

Соотношения (1)–(3) записаны в декартовой системе координат, где ось x (вдоль 
которой распространяются волны) совмещена с урезовой линией; ось y направлена от 
берега в сторону открытого моря; вертикальная ось z направлена вверх от уровня спо-
койного моря; a – амплитуда волны, заданная на урезе (y = 0); k = 2π/λ – волновое число, 
соответствующее длине волны λ, заданной во вдольбереговом направлении; θ0 – угол 

наклона берегового склона к горизонту; 
λ
a

 – 

крутизна волны на урезе; η′ – максимальная, а 

a

η′
 – относительная высота смачивания берего-

вого склона продольными волнами.  
По зависимости (3) на рис. 1 построены 

восходящие ветви функции 
a

f
a

′η =  λ  
 для оп-

ределения высоты смачивания берегового скло-
на продольными волнами при различных 
значениях угла наклона берегового склона.  

Анализируя соотношение (3) или поведе-
ние кривых, представленных на рис.1, можно 
прийти к интересному заключению, что макси-
мальное превышение η′ линии смачивания бе-
регового склона  вдольбереговымы волнами 
Стокса, при любом значении угла наклона скло-
на к горизонту – 0 < θ0 < π/2, не может более чем 
в e ≈ 2.718 раз (число Непера) превосходить ам-
плитуду волны a, заданную на урезе. Это об-
стоятельство позволяет однозначно определить 
значение той предельной крутизны волны на 
урезе, больше которой продольные волны будут 
обтекать береговой склон не сплошной, а раз-
рушенной кромкой гребня. Крутизна таких пре-

 

 
 

Рис. 1. Кривые для определения высоты  
смачивания берегового откоса  
вдольбереговыми волнами. 
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дельных волн определяется зависимостью: 

0

0

cos2

tan

θπ
θ=

λ e

a
,                                                          (4) 

графическое изображение которой представлено на рис. 2. 
Согласно рис. 2, да-

же для весьма крутона-
клонного берегового 
склона, в частности, скло-
на с углом наклона к 
горизонту θ0 = 60°, пре-
дельная крутизна вдоль-
береговой волны на урезе 

не превышает 0 2
a

.=
λ

. 

При большей крутизне 
вдольбереговые волны 
выше уреза, будут смачи-
вать склон наклоном в 
60° только с разрушен-
ными гребнями.  

Обобщение задачи Стокса, как и задач Келланда и Макдональда на случай наличия 
волн, наложенных на продольно однородное течение, легко выполняется использовани-
ем обычной процедуры замены в дисперсионных соотношениях и в амплитудной части 
линейных решений частоты колебаний σ разностью σ – kU0, где U0 – постоянная ско-
рость стационарного вдольберегового потока. Тогда, в частности, дисперсионное соот-
ношение Стокса для вдольбереговых волн на течении принимает вид: 

0
2

0 sin)( θ=−σ gkkU .                                                       (5) 

Следует обратить также внимание на одно важное свойство вдольбереговых волн, 
вытекающее из точного решения Макдональда. Макдональд, говоря словами Ламба, по-
лучил «очень широкий тип» вдольбереговых колебаний поверхности воды в треуголь-
ном канале, с углом раствора бортов к вертикали в 60° [1]. Частота этих волн определя-
ется биквадратным уравнением: 

22 2
02 3 coth(3 ) 1 0

2

kh

gk gk

 σ σ− + = 
 

,                                             (6) 

где h0 – глубина воды на оси симметрии канала. Корни уравнения (6) при коротких вол-

нах ( 1)
2

3coth( 0 ≈kh
) определяются соотношениями gk=σ2  и 2/2 gk=σ , из которых 

первое приводит к волнам с небольшим изменением амплитуды в сторону боковых стен, 
т.е. к обычным волнам на глубокой воде, а второе – к краевым волнам Стокса с резко 
увеличивающейся амплитудой в сторону берега, наклоненного под углом 30° 

к горизон-

ту. При рассмотрении длинных волн (
0

0

3
2

)
2

3coth(
kh

kh ≈ ) также получаются два решения 

с почти прямолинейными гребнями по ширине канала, но с совершенно различными фа-

 

 
 

Рис. 2. Зависимость предельной крутизны вдольбереговой волны 
на урезе от угла наклона берегового склона. 
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зовыми скоростями, одна из которых – 0
2

2
1

ghc =  – согласуется с обычной скоростью 

длинных волн в канале, а другая – 
0

2

kh

g
c =  – зависит от длины волны и значительно 

превосходит первую, хотя обладает сравнительно малой групповой скоростью. Как ви-
дим, в решении Макдональда функция σ = f(k) неоднозначна: одной и той же длине 
вдольбереговой волны могут соответствовать несколько различных значений σ и наобо-
рот. К неоднозначным решениям для частоты волн приходит и Е.Н.Пелиновский, рас-
сматривая длинноволновые колебания на континентальном шельфе с учетом вращения 
земли [5]. По этой причине, несмотря на всю привлекательность этих точных решений, 
при инженерном проектировании могут возникнуть затруднения, связанные с выбором 
расчетных зависимостей для вдольбереговых волновых колебаний, так как пока остаётся 
открытым вопрос: какой из форм вдольбереговых волновых движений следует отдавать 
предпочтение в зависимости от природных или технических условий. 

Имея в виду большую практическую значимость проблемы изучения воздействия  
волн на береговые откосы, ниже предлагается приближенное (инженерное) решение за-
дачи о распространении вдольбереговых  волн на поверхности стационарного течения 
воды в трапецеидальном канале с произвольно наклонными склонами. Использование 
этих результатов затем демонстрируется на примере оценки устойчивости и деформи-
руемости берегового склона одного из судоходных каналов.  

Приближенная теория вдольбереговых волновых движений в канале. Исполь-
зуя стандартные приемы преобразования координат легко убедиться, что известные ли-
нейные уравнения и граничные условия волновых возмущений, наложенных на равно-
мерное течение [1, 6], в цилиндрической системе координат (x, r , α), приведённой на 
рис. 3, принимают следующий вид: 

2 2 2

2 2 2 2

1 1
0

r x

∂ ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ+ + + =
∂ ∂ ∂α ∂r r r

;                                               (7) 

2 2 2
2
0 02 2

sin
2 cosU U g

t x t x

∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ α ∂ϕ + + = − α − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂α r r
,   при 0cos hα =r ;           (8) 

0=
α∂
ϕ∂

, при 0α±=α ,                                                   (9) 

где ϕ  – потенциал скорости волновых возмущений; t – время; h0 – максимальная глуби-

на воды в канале; 0α  – угол наклона берегового склона к вертикали (оси z), проходящей 

через его основание; r  – радиус-вектор, действующий в секторе, ограниченном осью z и 
береговым склоном; U0 – скорость стационарного потока в канале (направленная вдоль 
оси x); знаки «± » берутся соответственно в правом и левом треугольных секторах кана-
ла. К этим уравнениям следует добавить и уравнение для вертикальных отклонений сво-
бодной поверхности: 










∂
ϕ∂+

∂
ϕ∂−=η

x
U

tg 0

1
,                                                  (10) 

которое, как и условие (8), выполняется при r  = h0 /cosα. 
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Рис. 3. Расчетная схема вдольбереговых волн в трапецеидальном канале. 
 

Для приближенного решения задачи (7)–(9) воспользуемся методом Канторовича 
[7]. Для этого представим потенциал скорости волновых возмущений в виде: 

)(exp)()(0 kxt i  FrfxU ±σα±=ϕ ,                                         (11) 

в котором в качестве базисной выберем функцию 

)cosh()( krrf = .                                                        (12) 

В (11) i – мнимая единица; τπ=σ /2  – частота волновых возмущений; τ  – период; 
λπ= /2k  – волновое число; λ – длина вдольбереговой волны; знаки «± » соответствуют 

распространению волн против и по направлению течения.  
В соответствии с методом Канторовича, подставляя обозначения (11) и (12) в (7) и 

выполняя галеркинскую процедуру усреднения (7) по всему диапазону изменения r  от 0 
до 00 cos/ αh , придем к следующему обыкновенному дифференциальному уравнению 

для определения функции )(F α : 

0)(
cos

2
sinh

2

1

cos

2
cosh

cos
)(

cos

2

cos

2
sinh

0

0

0

0

0

0"

0

0

0

0 =α








α
−

αα
+α









α
+

α
F

khkhkh
F

khkh
.        (13) 

Реальная часть решения уравнения (13) для правого берегового склона (который и 
будет рассматриваться  далее из-за симметричности канала) с учётом обозначения (11) и 
граничного условия (9) имеет вид: 

)(cos)( 0α−α=α mCF , 

где через m обозначена величина 

2
1

1

0

0

0

0

0

0

0

0

cos

2
sinh

cos

2
1

2

1

cos

2
coth

cos






























αα
+

−
αα= −
khkh

khkh

m ,                                        (14) 

от которой зависит конфигурация волновой поверхности в поперечном направлении ка-
нала; С – произвольная постоянная, подлежащая определению или в пределах прямо-
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угольной части канала (точнее: над точкой O′, см.рис. 3) или же вдоль береговой линии 
(т.е. над точкой B). Выражая произвольную постоянную С посредством амплитуды a0 , 
заданной в пределах прямоугольной части канала 

000

0

coscosh α−σ
=

mkh

g

kU

a
C , 

и, ограничиваясь действительными частями решения уравнения (13), с учетом вышепри-
нятых обозначений для потенциала скорости вдольбереговых волн окончательно полу-
чим:  

)cos(
)cos(

)(cos

)cosh(

)cosh(

0

0

00
00 kxt 

m

 m

kh

kr

kU

g
axU ±σ

α
α−α

−σ
±=ϕ .                        (15) 

Соответствующая свободная поверхность, определяемая условием (10) при 

0 cosh /= αr , будет иметь вид: 

)sin(
)cos(

)(cos

)cosh(

)cos/cosh(

0

0

0

0
0 kxt 

m

 m

kh

kh
a ±σ

α
α−αα=η .                               (16) 

Легко заметить, что в центральной части треугольного, или в начале прямоуголь-
ной части трапецеидального канала, при α = 0 эти решения в точности совпадают с из-
вестными решениями для линейных волн на постоянной глубине воды, однако, лишь c 
той разницей, что здесь, как и в решении Макдональда, частота колебаний σ не опреде-
ляется однозначно в зависимости от волнового числа k (длины волны λ, распростра-
няющейся по каналу). Действительно, если подставить решение (15) в граничное усло-
вие (8), получим дисперсионное соотношение: 

)(tan2sin
2

)cos/tanh(cos)( 0
0

0
2

0 α−α⋅α+α⋅α=−σ m
h

gm
khgkkU ,                 (17) 

которое при α = α0 и произвольном m принимает минимальное значение на береговом 
склоне: 

)cos/tanh(cos)( 000
2

0 α⋅α=−σ khgkkU ,                                  (18) 

а при α = 0, т.е. в центральной части канала – максимальное: 

)tanh()( 0
2

0 khgkkU ⋅=−σ .                                               (19) 

Выражение (19) в точности совпадает с классическим решением для линейных 
волн на постоянной глубине потока, а (18) при больших kh0, когда по каналу распро-
страняются  короткие волны ( 1)cos/tanh( 00 ≈αkh ), переходит в обобщенное на течение 

дисперсионное соотношение Стокса (5) (имея в виду, что 00 sincos θ=α ). При распро-

странении длинных волн по каналу, для которых 00)tanh( khkh ≈ , оба уравнения (18) и 

(19) приводят к известному соотношению: 

0
22

0)( hgkkU =−σ . 

Попытка автора получить из граничного условия (8) промежуточные значения соб-
ственных частот вдольбереговых колебаний несколькими известными методами, вклю-
чая метод Галеркина, каждый раз приводила к  комплекснозначному выражению для σ, 
содержащего интегральные гиперболические  и тригонометрические функции, которые 
не табулированы и не пригодны для практического применения. По этой причине мы 
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ограничиваемся рассмотрением двух предельных соотношений (18) и (19) для σ, допус-
кая что первым из них следует воспользоваться, когда длина вдольбереговой волны со-
измерима (или больше) с шириной канала по дну, а вторым – когда ширина канала по 
дну превышает длину вдольбереговой волны, и притом волны генерируются в централь-
ной части канала.  

Как было отмечено, основным показателем изменения конфигурации волновой по-
верхности в поперечном направлении канала является коэффициент m (назовем его по-
перечным волновым числом), вычисляемый по соотношению (14). В зависимости от m в 
поперечном направлении гребни и ложбины вдольбереговых волн могут быть или 
сплошными кривыми (которые занимают всю ширину канала, не пересекая уровень спо-
койного потока) или могут образовать волнистую поверхность с вдольбереговыми узло-
выми линиями на береговом откосе. Количество этих узловых линий в пределах берего-
вого склона определяется знакопеременностью функции )(cos 0α−αm  и вычисляется  

целой частью числа n, определяемого равенством: 

2
10 +

π
α= m

n ,                                                             (20) 

где 0α  в радианах. При n < 1 (т.е. когда n = 0) имеем дело с первым случаем, т.е. с соиз-

меримыми или относительно длинными по сравнению с глубиной и шириной канала 
вдольбереговыми волнами, гребни которых занимают всю ширину канала. При n ≥  1 
(т.е. когда n = 1;2) гребни вдольбереговых (относительно коротких) волн в поперечном 
направлении образуют волнистую поверхность со стационарными узловыми линиями, 
(что и изображено на рис. 3. В последнем случае, т.е. при больших kh0 , учитывая пре-
дельное поведение гиперболических функций, соотношение (14) для поперечного вол-
нового числа упрощается и принимает вид: 

2
1

0

0

2

1

cos 







−

α
= kh

m .                                                       (21) 

Тогда, та предельная минимальная длина вдольбереговой волны, при которой про-
исходит переход из первой формы волновой поверхности во вторую, определяется ра-
венством: 

0
2
0

2
0 cos)4/5,0/(2 ααπ+π=λ h* .                                      (22)  

При *λ<λ  вдольбереговые узловые линии удалены от берега на расстояниях: 














 −π−α−α= )5.0(tantan 000 n
m

hl . 

Во всех случаях исходя из (16) связь между амплитудами волны на урезе a и над 
основанием берегового откоса a0 выражается зависимостью: 

( )
00

00

0 coscosh

cos/cosh

α⋅
α=

mkh

kh

a

a
,                                                   (23) 

согласно которой a всегда больше a0 и значительно превосходит её при больших kh0 , т.е. 
при наличии коротких вдольбереговых волн. При этом вдольбереговые волны, если их 
кромки не обрушиваются на откосе, смачивают его до отметки, устанавливаемой кри-
выми, приведенными на рис. 3, а если обрушиваются, то смачивают откос до отметки η′, 
приближенно определяемой зависимостью: 
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a718.2≈η′ . 

Следует отметить также, что при больших kh0 , с учетом (23), уравнение (16) для 
волновой поверхности может быть заменено асимптотическим выражением: 

( ) ( )0 0 0exp sec sec cos sin ( )a kh m t kxη = ⋅ α − α ⋅ α − α ⋅ σ −   .                        (24) 

Амплитудная часть этого выражения (множитель перед sin ( )t kxσ − ) в непосредст-
венной близости от уреза (до первой вдольбереговой узловой линии) почти в точности 
повторяет конфигурацию амплитудной части  решения Стокса, рассчитанной по зависи-
мости (1) (в чем легко убедиться, построив соответствующие кривые при произвольных 
исходных данных). Это обстоятельство позволяет без ущерба точности воспользоваться 
более удобными соотношениями Стокса, когда вопрос касается оценки устойчивочти 
берегового склона трапецеидального канала, омываемого относительно короткими вол-
нами, длина которых *λ<λ .  

В дальнейшем нам понадобятся значения компонентов скоростей и давления 
вдольбереговых волн непосредственно в плоскости берегового откоса, на котором r  
принимает значения 0 0( ) cosh h /= − αr , где h – переменная глубина потока над берего-

вым склоном (см.рис. 3). Продифференцировав по соответствующим координатам вы-
ражения для потенциала скорости, для компонентов скоростей и давления получим сле-
дующие общие соотношения: 

)sin(0 x kt AGUu ±σ= ∓ ;                                             (25) 

)cos( x kt AGv ±σ= ;                                                  (26) 

g

U
x kt A h p

2
)sin(

2
0γ−±σγ+γ= ,                                        (27) 

где u и ν  – составляющие скорости частиц воды в произвольной точке плоскости бере-
гового склона, направленные соответственно вдоль береговой линии и ортогонально к 
ней, вниз и вверх по береговому склону; p – давление; γ  – удельный вес воды; верхние 
знаки отвечают направлению волн против, а нижние – вдоль основного потока, имеюще-
го скорость U0; А и G – геометрическая и частотная составляющие переменной амплиту-
ды волны, вычисляемые при n < 1 ( *λ>λ ) зависимостями: 

[ ]
00

00
0 coscosh

sin/)(cosh

α
θ−=

mkh

hhk
aA ;                                             (28) 

2
1

0

0

0 sin
coth

sin 








θθ
= khgk

G ,                                                (29) 

а при n ≥  1 ( *λ<λ ) – зависимостями Стокса: 

) nexp(-kh/si 0θ= aA ;                                                 (30) 

2
1

0)sin/( θ= gkG ,                                                      (31) 

где 0θ  – угол между невозмущенной поверхностью воды и плоскостью берегового склона. 

Эти зависимости могут быть положены в основу оценки устойчивости и деформи-
руемости незакрепленных и закрепленных русл и каналов, подверженных вдольберего-
вому волновому воздействию. 



Ш.Н. Гагошидзе 

 110 

Расчетные зависимости для оценки устойчивости и деформируемости берего-
вых склонов морских каналов. Рассмотрим сначала статическую устойчивость частиц 
грунта или элементов защиты бортов морского капала в следующих трех наиболее опас-
ных в смысле размыва направлениях: 

− вверх, в направлении нормальном плоскости берегового склона, когда над эле-
ментом, лежащем на откосе, проходит подошва волны, а снизу действует фильтрацион-
ное противодавление, создаваемое усредненным уровнем воды в канале; 

− в направлении течения, обусловленном обтеканием частиц грунта или камней 
защитной наброски основным потоком и вдольбереговыми волнами; 

− вниз по плоскости откоса, в направлении перпендикулярном к береговой ли-
нии, обусловленном трехмерной структурой вдольбереговых волн. 

Рассмотрение по этим трем направлениям статической устойчивости частиц грун-
та, лежащих на береговом откосе, приводит соответственно к следующим уравнениям: 

0sincos 22
0

3' =βγ++θγ Addcd os ;                                          (32) 

0)sin)((
2
1

cos 00
22

0
3' =β±+ρ−+θγ AGUAGUdCdcfd os ;                       (33) 

0sincos)(
2

1
)sincos( 2

0
223

00
' =βγ+β+ρ−+θ−θγ dAfAGAGUdCdcdf os ,         (34) 

где d – крупность частицы грунта, приведенной к кубу; )(' γ−γ=γ ss  – удельный вес 

грунта во взвешенном состоянии; γ и ρ  –  удельный вес и плотность воды; f –

коэффициент трения грунта; с0 – коэффициент сцепления; C  – коэффициент лобового 
сопротивления частиц грунта; A и G – составляющие амплитуды волны, вычисляемые по 
формулам (28)–(29) или (30)–(31) в зависимости от значения числа n, устанавливаемого 
по равенству (20), или от длины предельной волны λ* определяемой по формуле (22); 

)( kxt −σ=β  – фаза волны, проходящей над частицей. Согласно (32) для сдвига частицы 
грунта наиболее опасное значение фазы 2/π−=β  соответствует прохождению подошвы 
волны над частицей; согласно (33) – прохождению гребня волны ( 2/π=β ) – если на-
правление волн совпадает с направлением стационарного течения, или прохождению 
подошвы волны ( 2/π−=β ) – в противном случае. В (34) экстремальное значение фазы 

волны β зависит от скорости U0 и амплитуды волны AG. В первом приближении можно 
принять β ≈ π. 

Определяя крупность (d) предельно устойчивых частиц грунта по вышеуказанным 
трем направлениям, в качестве расчетной следует выбирать наибольшую из них.  

Отметим, что с ростом глубины потока h  на береговом откосе ( 00 hh ≤≤ ) резко 

уменьшается размывающая способность вдольбереговых волн. Например, если считать, 
что по каналу распространяются короткие волны, и исходить из соотношений (32) и (30), 
то это уменьшение происходит по экспоненциальному закону. Из этих же соотношений 
предельная глубина потока ( wh ), при которой сила фильтрационного противодавления 

уравновешивается силой тяжести частицы несвязного грунта (C0 = 0), лежащего на бере-
говом склоне, будет равна: 
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где a – заданная или определяемая по формуле (23) амплитуда вдольбереговой волны на 
урезе; λ – длина волны; 00 cotθ=m  – первоначальное (проектное) значение коэффициен-

та  берегового откоса. 
Соотношение (35) может быть положено в основу составления дифференциального 

уравнения контурной линии размытого берегового склона выше точки, определяемой 
глубиной hw. Для этого сдвинем параллельно координатную систему, изображенную на 
рис. 3, в точку, под которой глубина воды равна hw, и заменим в (35) hw и m0 соответст-

венно переменными h =  f(y) и 
dh

dy
m −='

0 . Примем также, что в процессе размыва ампли-

туда и длина волны остаются почти неизменными, а величина 
2

01 'm+  принимает при-

ближенные значения '' mm 0

2

01 ≈+  (имея в виду, что обычно коэффициент откоса 'm0  у 

размываемого берега в несколько раз превышает единицу). Тогда с учетом этих допуще-
ний (35) переходит в линейное дифференциальное уравнение: 










γ
γ

π
λ−=

d

a

dy

dh
h

s
'ln

2
.                                                     (36) 

Решение (36) при соблюдении граничного условия h = hw при y =  0 имеет вид: 



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

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

γ
γ−=

d

a
kyhh

s
w 'lnexp                                              (37) 

и определяет глубину воды над размытым склоном или, что то же самое, – очертание 
контура деформированного берегового склона. В (37) λπ= /2k  – волновое число, а hw 
определяется по зависимоти (35). 

На рис. 4. приведены результаты расчета по (37) переформирования берегового 
склона одного реально действующего земляного канала, сообщающегося с морской га-
ванью и предназначенного для передвижения барж и других портовых судов. После 
двух лет эксплуатации волны, создаваемые баржами, вызвали сильное искажение перво-
начально трапецеидального сечения канала, размыв берег и раздвинув его более чем на 
8 м; склоны канала стали более пологими, а из-за заиления грунта, снятого с берегов ка-
нала, приподнялись отметки его дна, угрожая судоходству.  

Расчеты проведены со следующими исходными данными: первоначальная глубина 
канала h0 = 5 м; проектное значение коэффициента откоса 00 cotθ=m  = 3.5; средняя 

крупность частиц грунта канала d = 0.5⋅10-4 
м; удельные веса воды и частиц грунта во 

взвешенном состоянии 1=γ  т/м3 и '
sγ  = 1.6 т/м3; длина и амплитуда вдольбереговой 

волны λ= 4 м и a = 0.35 м. Результаты расчетов оказались в соответствии с данными 
натурных наблюдении по размыву берегов морского портового канала. 

В случае распространения соизмеримых или больших (по сравнению с глубиной и 
шириной трапецеидального канала) вдольбереговых волн в уравнения (32)–(34) 
предельного равновесия частиц грунта следует подставить выражения (23) и (28). Тогда, 
если исходить из того же условия (32) выброса частицы грунта от поверхности откоса, 
снова принимая в нем с0 = 0 и 2/π−=β , получим следующее соотношение для расчета 
неразмывающей глубины воды на береговом склоне канала:  
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где a0 – амплитуда волны, заданная над основанием берегового откоса (или определяе-
мая по соотношениям (23) и (14) – если амплитуда волны (a) задана на урезе первона-
чально неразмытого склона). При заданной длине вдольбереговой волны ( k/2π=λ ) из 
(38) сразу следует предельное значение амплитуды волны a0 = a0пр , при которой размыв 
берегового склона задевает дно открытого морского канала ( 0hhw = , при U0 = 0): 

000

'

.0 cosh)
2

(coscos khmda s
пр

θ−πθ
γ
γ= . 

 

 
 

Рис. 4. Контур деформации берегового склона канала короткими волнами: 
1 – проектный контур берегового склона; 2 – контур размытого склона; 3 – поверхность воды  
в канале; 4 – первоначальный контур дна канала; 5 – осажденный грунт; hw – проектная глубина 

воды над береговым склоном; y – поперечная координата, отсчитанная от вертикали  
неразмывающей глубины (hw = 1.28 м). 

 
Если заданная амплитуда a0 < a0пр , то береговой склон размывается частично, а при 

a0 > a0пр размыв охватывает дно канала, и дальнейшее использование соотношения (38) 
становится невозможным. Однако соотношение (38) на одном примере (хотя и весьма 
частном) дает возможность выявить тенденцию развития конфигурации размыва берего-
вого склона по мере увеличения длины вдольбереговой волны. Действительно, полагая в 

(38) )
2

(coscos 00

'

0 θ−πθ
γ
γ= mda s , для неразмывающей глубины  на береговом склоне 

получим простое выражение )sin1( 00 θ−= hhw , не зависящее от длины волны. При рас-
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смотрении коротких волн, допуская, что hw и 0sinθ  являются переменными величинами 

(при 0hhw =  и 0 ≤ θ  ≤ p/2), это выражение путем постепенного приближения приводит 

нас к вогнутой форме размытого берегового склона, изображённого на рис. 5, для канала 
с рассмотренными выше поперечными размерами. 

 

 
 

Рис. 5. Характерное очертание размытого склона относительно длинными краевыми волнами:  
1 – проектный контур берегового склона; 2 – контур размытого склона; 3 – дно канала. 

 
 

*** 

На основе предлагаемых теоретических решений, основанных на приближенных 
методах математического анализа, можно прийти к заключению, что короткие вдольбе-
реговые волны, размывая береговой склон открытого морского канала, сложенного из 
несвязного грунта, придают ему выпуклую форму, в то время как относительно длинные 
– вогнутую. Разумеется, это заключение требует подтверждения натурными или экспе-
риментальными наблюдениями. 
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